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ABSTRACT: In order to characterize the contact force of robotic grinding with special-shaped discs with small pointed tips and 

significant base pressure difference, the work aims to propose a modeling method to calculate the grinding contact force of the 

robotic special-shaped disc considering the flexural deformation of the thin plate and the elastic deformation of the rubber disc 

within a two-layer structure. Firstly, the relationship between contact force and the flexural deformation of the thin plate was 

analyzed based on the theory of thin plates. Furthermore, according to the static elastic theory, the elastic deformation and 

contact force model of rubber plate in the elastic deformation region was established. Then, the finite element numerical 

simulation was conducted to explore the elastic deformation parameters of the rubber disc and the flexural deformation 

parameters of the thin plate. By employing the variable substitution, a numerical inverse function model of the contact force in 

relation to the normal feed displacement of the special-shaped disc was derived. Finally, a robotic experimental platform 

dedicated to special-shaped disc grinding was constructed. Validation experiments were performed on a flat workpiece and a 

workpiece with three different curved surfaces to verify the effectiveness of the contact force model across various workpiece 

shapes and surface curvatures. The results of these validation experiments confirmed that the contact force model accurately 

predicted the contact force, particularly when the disc inclination angle was significant. In the consistency verification 

experiments for robotic special-shaped disc grinding, it was observed that under identical grinding parameter conditions, the 

average grinding depth for the three different grinding paths was 0.066 3, 0.063 2, and 0.064 5 mm, respectively. The maximum 

deviations were 0.013 9, 0.009 0, and 0.010 8 mm, respectively. The coefficients of variation for each path were determined as 

11.2%, 6.4%, and 9.6%, respectively. The experimental validation confirmed the effectiveness of the proposed method. The 

proposed method considers the morphological features of the special-shaped disc and incorporates parameters such as workpiece 

surface curvature, disc inclination angle, profile parameters, and disc dimensions into the grinding contact force model. It also 

describes the numerical inverse function relationship between the grinding contact force and the normal feed displacement of the 

special-shaped disc. This method enables the measurement of the contact region in special-shaped disc grinding operations and 

provides insights into the factors affects the grinding contact force. It serves as a theoretical basis for efficient and high-quality 

grinding with the constant contact force in robotic special-shaped disc grinding operations. 
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机器人磨削具有作业效率高、成本低廉和经济环

保等优点，逐步替代了人工磨削作业方式[1-3]。盘式

工具具有质量轻、灵活性高的特点，且盘式工具橡胶

底面和工件表面柔性接触，在机器人磨削过程中易实

现材料的均匀去除，已较为广泛地应用于风力发电机

叶片和汽车轮毂等复杂工件表面的精细磨削场合中[4-8]。

现有盘式工具具有各异的廓形特征如圆盘、方形盘和

异型盘等，其中异型盘因尖端小和接触压力大而磨削

效率更高。然而，机器人磨削作业易因接触力过大或

过小而导致磨削过度或磨削不足，准确性和适用性更

高的接触力模型对机器人异型盘磨削十分重要。 

在现有接触力建模研究中，最常用的模型是基于

赫兹理论描述的赫兹接触模型[9-11]，它用于描述 2 个

弹性体之间的法向接触力，且弹性体之间被认为是点

接触形式，即接触面积相对于物体几何廓形忽略不

计，以椭圆形分布方式呈现接触力。然而，在磨削作

业过程中盘式工具始终与工件之间保持相应工具倾

角，且接触区域形状受廓形特征影响，赫兹理论不能

够更为准确地表征盘式工具磨削作业的接触力。 

近年来，诸多学者在宏观接触力建模方面开展了
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表 1  接触力与挠曲形变计算结果 
Tab.1 Calculation results of contact force and  

flexural deformation 

Samples h/mm h2/mm h1/mm F/N 
1 0.5 0.323 0.177 1.82 

2 1.0 0.541 0.459 5.29 

3 1.5 0.713 0.787 9.36 

4 2.0 0.862 1.138 14.53 

5 2.5 0.981 1.519 20.94 

6 3.0 1.087 1.913 27.42 

7 3.5 1.183 2.317 33.53 

8 4.0 1.262 2.738 41.68 

 

 
 

图 11  薄板挠曲形变与接触力线性拟合结果 
Fig.11 Linear fitting results of contact force and thin  

plate flexural deformation 
 

异型盘形变原理，使用异型盘法向进给位移将薄板挠

曲形变和橡胶板弹性形变进行替换，建立接触力与异

型盘法向进给位移反函数模型如式（30）所示。 
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将求解的参数 2E 、  和 1k 代入式（30），得到接

触力数值形式反函数模型如式（31）所示。其中等效

半径 R 与工件表面曲率二次系数 B 、盘倾角 、廓形

参数 2k 和异型盘参数 m 相关，力的单位为 N，长度

单位均为 mm，角度单位为 rad。 
0.677 0.226 0.4510.06 3.01h F R F    (31) 

保持恒定接触力开展机器人异型盘磨削作业对

提升工件表面磨削深度一致性与提高工件表面质量

十分重要。根据式（23），在异型盘型号具体确定后，

廓形参数和异型盘参数将随之确定，当设定恒定盘倾

角后，等效半径只与工件表面曲率二次系数相关。于

是，通过所提方法，在磨削前预设接触力，即可计算

获得对应的磨削路径曲面各位置点处异型盘法向进

给位移，进而可以通过调节机器人异型盘法向进给位

移，实现机器人异型盘恒定接触力磨削作业，保证工

件表面磨削深度具有较好的一致性。此外，根据式

（21）和（22），可计算异型盘与工件接触区域，可

为机器人异型盘曲面磨削路径规划和离线编程提供

理论基础。 

4  机器人异型盘磨削实验平台实验

验证 

搭建机器人异型盘磨削实验平台，分别开展 1 种

平面与 3 种曲率曲面工件的机器人接触力模型验证

实验，验证所提方法，以及开展 1 种侧曲面圆台铸铁

工件的机器人磨削一致性验证实验，基于磨削后工件

表面磨削深度的一致性衡量所提方法的有效性。 

4.1  机器人异型盘磨削实验平台搭建 

以侧曲面圆台铸铁工件为实验对象，机器人异型

盘实验平台如图 12 所示。使用 ABB IRB-4600 机器

人作为实验系统位姿控制部件。使用 ATI 公司 Delta 

IP65 型力/力矩传感器，有效分辨率为 0.1 N。选用百

马公司 BM-M8 型气动异型盘磨削工具，固定基座轴

线到异型盘尖端距离为 90 mm，异型盘沿摆线路径以

偏摆半径 3 mm 绕固定基座轴线摆动，轮廓半径为

175 mm，异型盘参数 m 为 135 mm，n 为 111 mm，

橡胶材料的橡胶板厚度为 10 mm，ABS 塑料材料的

薄板厚度为 2 mm。 

4.2  机器人异型盘接触力模型验证实验 

为验证所提接触力模型的有效性，开展 1 种平面

与 3 种曲率曲面工件的机器人接触力模型验证实验，

对本文提出的考虑廓形特征影响的包含薄板挠曲形

变和橡胶板弹性形变的接触力建模方法（如式（31）

所示）、实验测量结果和 Xiao 等[22]所提出的只考虑橡

胶板弹性形变的接触力建模方法（如式（32）所示）

进行对比分析。 
0.677 0.226 0.4513.01h R F   (32) 

4.2.1  机器人异型盘平面接触力模型验证实验 

在机器人异型盘实验平台上，对侧曲面圆台铸铁

工件上平面开展接触力模型验证实验，如图 12b 所

示。异型盘以盘倾角 6°、9°、12°、15°和 18°与工件

接触，法向进给位移为 0~4.0 mm（逐次增加 0.5 mm），

使用机器人示教器读取异型盘法向进给位移。通过控

制器和编码器读取力/力矩传感器信号，每组实验重

复测试 5 次。磨削路径进给方向 f 和主曲率方向 1e 之

间的夹角 为 0°，使用式（23）计算异型盘与平面接

触不同盘倾角对应等效半径 R 为 14.2、14.1、14.0、

13.8、13.6 mm。 

利用平面工件所提方法（式（31））和实验测量

的接触力如图 13所示。异型盘法向进给位移为 4 mm，

当盘倾角为 6°、9°、12°、15°和 18°时，所提方法相 
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图 12  机器人异型盘磨削实验平台 
Fig.12 Experimental platform of robotic special-shaped disc grinding: a) experimental platform; b) contact force model 
verification experiment; c) grinding consistency verification experiment; d) contact force model verification position 

 

 
 

图 13  平面工件所提方法（式（31））和 

实验测量的接触力 
Fig.13 Contact force on flat workpiece predicted by  
proposed method equation (31) and measured results 

 

对于实验测量结果的偏差分别为 79.8、17.0、3.4、1.9

和 3.9 N。当盘倾角（6°、9°）较小时，偏差较大。

这是由于在建模过程中对弹性形变区域进行简化，假

设接触区域符合小面积假设，因此当盘倾角较小致使

实际接触面积较大、与小面积假设存在较大差异时，

式（31）计算的接触力与实验结果产生的偏差较大。

当盘倾角（12°、15°和 18°）较大时，利用式（31）

计算的接触力与实验测量结果近似程度较高。 

利用平面工件所提方法（式（31））和 Xiao 等方

法（式（32））计算得到的接触力如图 14 所示。可知，

Xiao 等方法（式（32））与实验测量结果具有相似的

变化趋势，然而，在异型盘法向进给位移大于 2 mm 

 
 

图 14  平面工件所提方法（式（31））与 Xiao 等所 

提方法（式（32））的接触力 
Fig.14 Contact force on flat workpiece predicted by proposed 

method (equation (31)) and Xiao's method (equation (32)) 
 

后对应接触力计算结果与实验测量结果存在较大偏

差。以盘倾角 6°和异型盘法向进给位移 3.5 mm 为例，

所提方法（式（31））、实验测量结果和 Xiao 等方法

（式（32））对应接触力分别为 30.2、90.1 和 155.9 N，

所提方法和 Xiao 等方法相较于实验测量结果的相对

偏差分别为 66.5%和 73.0%，当盘倾角较小时，2 种

方法与实验测量结果均有较大的相对偏差。此外，以

盘倾角 12°和异型盘法向进给位移 3.5 mm 为例，所

提方法（式（31））、实验测量结果和 Xiao 等方法（式

（32））对应接触力分别为 20.6、24.0、55.1 N，所提

方法和 Xiao 等方法相较于实验测量结果的相对偏差

分别为 14.2%和 130%，当盘倾角较大时，所提方法
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与实验测量结果更为相近。机器人异型盘平面模型实

验验证了所提方法的有效性。 

4.2.2  机器人异型盘曲面接触力模型验证实验 

在如图 12d 所示的圆台铸铁工件侧曲面选择 3 个位

置 P1、P2和 P3，开展接触力模型验证实验，所选择的 3

个位置对应主曲率半径依次分别为85、65 mm和40 mm，

盘倾角分别设置为 6°、9°、12°、15°和 18°，异型盘法向

进给位移为 0~4.0 mm（逐次增加 0.5 mm），磨削路径方

向 f 和主曲率方向 1e 之间的夹角 为 0°，每组实验重复

测试 5 次。由式（23）依据主曲率半径、盘倾角和异型

盘廓形参数计算得到等效半径 R ，如表 2 所示。 
 

表 2  等效半径 
Tab.2 Equivalent radii   

mm 

Disc inclination angle/(°) 
Radius of curvature/mm 

6 9 12 15 18

85 5.5 6.8 7.8 8.5 9.0

65 4.6 5.9 6.9 7.6 8.1

40 3.2 4.3 5.2 5.9 6.5

 

在圆台铸铁工件侧曲面的 3 个位置上，所提方法
（式（31））、实验测量结果和 Xiao 等方法（式（32））
对应接触力如图 15 所示。以盘倾角 6°和异型盘法向
进给位移 3.5 mm 为例，所提方法、实验测量结果和
Xiao 等方法对应接触力如表 3 所示；所提方法的接
触力相较于实验测量结果偏差分别为 28.5、44.5 和
34.5N，对应相对偏差分别为 52.5%、64.1%和 61.4%；
Xiao 等方法的接触力相较于实验测量结果偏差分别
为 42.5、15.1 和 20.4 N，对应相对偏差分别为 78.3%、
21.8%和 36.3%。于是，当盘倾角较小时，2 种方法对
应接触力与实验测量结果均有较大相对偏差。此外，
以盘倾角 12°和异型盘法向进给位移 3.5 mm 为例，
所提方法、实验测量结果和 Xiao 等方法对应接触力
如表 4 所示；所提方法的接触力相较于实验测量结果
偏差分别为 3.9、2.3 和 8.0 N，对应相对偏差分别为
20.7%、11.8%和 33.3%；Xiao 等方法的接触力相较于
实验测量结果偏差分别为 18.8、18.8 和 9.3 N，对应
相对偏差分别为 86.2%、96.4%和 38.8%。于是，当
盘倾角较大时，所提方法与实验测量结果更为相近。
机器人异型盘曲面接触力模型验证实验验证了所提
方法的有效性。 

 
 

图 15  三处曲面接触力结果 
Fig.15 Contact force results at three positions with different curvature radii: a) principal curvature  
radius of 85 mm; b) principal curvature radius of 65 mm; c) principal curvature radius of 40 mm 

 

表 3  盘倾角 6°接触力对比结果 
Tab.3 Contact force comparison results at disk  

inclination angle of 6° 

Contact force F/N 
Radius of  

curvature/mm 
Proposed  
method 

(equation (31))

Measured  
results 

Xiao's method 
(equation 

(32)) 

85 25.8 54.3 96.8 

65 24.9 69.4 84.5 

40 23.7 58.2 78.6 

表 4  盘倾角 12°接触力对比结果 
Tab.4 Contact force comparison results at disk  

inclination angle of 12° 

Contact force F/N 
Radius of 

curvature/mm
Proposed 
method 

(equation (31)) 

Measured 
results 

Xiao's method 
(equation 

(32)) 

85 18.0 21.9 40.7 

65 17.2 19.5 38.3 

40 16.0 24.0 33.3 
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4.3  机器人异型盘磨削一致性验证实验 

为进一步验证所提方法（式（31））的有效性，

在机器人磨削实验平台对曲率均匀变化的侧曲面圆

台铸铁工件表面开展恒定接触力的异型盘磨削实验。

根据 Preston 理论[27]，磨削深度与接触力、磨削路径

方向进给速度和 Preston 常数相关。于是，当磨削路

径方向进给速度、Preston 常数以及其他磨削参数恒

定时，通过保持接触区域的接触力恒定，可以得到一

致性较好的工件表面和磨削深度。 

在侧曲面圆台上，基于式（31）及磨削路径上不

同位置的主曲率半径，计算异型盘法向进给位移并作

为在工件表面恒力磨削的规划依据。在机器人磨削路

径不同位置，通过调节异型盘法向进给位移来保证接

触力恒定，恒定接触力磨削方式示意图如图 16 所示。

j 为异型盘法向进给位移方向，它与工件表面法向方

向相反， f 为磨削路径方向。磨削后采用高精度三维

扫描测量仪测量工件表面磨削深度，通过工件表面磨

削深度的一致性验证所提方法。 
 

 
 

图 16  恒定接触力磨削方式示意图 
Fig.16 Schematic diagram of constant contact  

force grinding mode 
 

磨削实验中的磨削参数如表 5 所示，磨削接触力

设定为 20 N。依据设置的异型盘磨削路径方向进给

速度、摆动转速、砂纸粒度、盘倾角和等效半径等参

数，在圆台工件侧曲面上通过式（31）即可计算规划

出异型盘法向进给位移。如图 16 所示，沿磨削路径

方向工件表面主曲率半径由右到左为 40~200 mm 均 
 

表 5  异型盘磨削参数 
Tab.5 Grinding parameters of special-shaped disc 

Essential factor Parameter

Feed speed in grinding path direction/(mm·s−1) 15 

Swinging speed/(r·min−1) 10 000 

Eccentricity/mm 3 

Grit size of sandpaper/grit 240 

Contact force/N 20 

Disc inclination angle/(°) 12 

Equivalent radius/mm 5.2-10.5

匀变化，计算对应的等效半径为 5.2~10.5 mm。通过

式（31）计算不同主曲率半径的位置点处对应规划的

异型盘法向进给位移为 3.98~3.57 mm。 

在工件表面上选取磨削接触区域互不重叠的 3

条路径进行机器人异型盘恒定接触力磨削实验。以基

恩士 VL-550 型高精度三维扫描测量仪为磨削实验测

量平台，测量精度为 0.01 mm。每条磨削路径上以均

匀等间隔测量 5 个位置磨削深度，磨削实验后磨削深

度测量结果如图 17 所示。3 条磨削路径的磨削深度

测量结果如表 6 所示。 
 

 
 

图 17  磨削深度实验测量结果 
Fig.17 Grinding depth experiment measurement results 

 

表 6    工件表面磨削深度测量结果 
Tab.6 Measurement results of workpiece surface  

grinding depth 

Path number Grinding depth/mm 

1 0.072 7 0.070 3 0.066 6 0.058 8 0.062 9

2 0.061 9 0.060 0 0.064 1 0.067 2 0.062 6

3 0.064 8 0.069 1 0.066 8 0.063 4 0.058 3

 

定义最大偏差与平均值的比为变异系数。磨削深

度进一步分析结果如表 7 所示。在如表 5 所示的相同磨

削参数工况下，路径 1、2、3 磨削深度的平均值分别为

0.066 3、0.063 2、0.064 5 mm，方差分别为 0.000 031 2、

0.000 007 3、0.000 016 5 mm2，最大偏差分别为 0.013 9、

0.009 0、0.010 8 mm，变异系数分别为 11.2%、6.4%

和 9.6%。实验结果表明，经机器人异型盘以恒定接触 
 

表 7    磨削深度数据分析结果 
Tab.7 Grinding depth data analyses results 

Path 
number

Average/
mm 

Variance/ 
mm2 

Maximum 
deviation/ 

mm 

Coefficient of 
variation/%

1 0.066 3 0.000 031 2 0.013 9 11.2 

2 0.063 2 0.000 007 3 0.009 0 6.4 

3 0.064 5 0.000 016 5 0.010 8 9.6 
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力磨削后，工件表面具有较高的一致性，验证了所提

方法的有效性。 

5  结论 

针对机器人磨削用异型盘具有的尖端小、接触压

力大的特征以及接触区域相同磨削速度的偏心摆动

磨削作业特点，提出一种考虑廓形特征影响的包含薄

板挠曲形变和橡胶板弹性形变的机器人异型盘磨削

接触力建模方法，研究机器人异型盘磨削接触力与法

向进给位移及异型盘廓形参数、异型盘倾角、工件表

面曲率、接触区域等关系。研究结果可为机器人异型

盘偏心摆动磨削的作业任务规划、工件宏观表面材料

去除分析及机器人磨削作业系统的集成应用等机器

人异型盘的高效率、高质量恒定接触力磨削提供理论

依据。 

1）基于异型盘廓形特征与薄板及橡胶板双层结

构形式，提出一种考虑廓形特征影响的包含薄板挠曲

形变和橡胶板弹性形变的机器人异型盘磨削接触力

建模方法，分析磨削接触力与薄板挠曲形变关系，建

立橡胶板弹性形变的封闭形式磨削接触力模型，并通

过有限元数值模拟实验求解橡胶板弹性形变参数和

薄板挠曲形变参数，建立磨削接触力与异型盘法向进

给位移数值形式反函数模型。 

2）搭建机器人异型盘磨削实验平台，分别开展

1 种平面与 3 种曲率曲面工件的机器人异型盘接触力

模型验证实验，通过对比所提方法、实验测量和 Xiao

等方法对应的接触力可知，当盘倾角较小时，所提方

法和 Xiao 等方法相较于实验测量结果均有较大的相

对偏差，当盘倾角较大时，所提方法与实验测量结果

更为相近，实验验证了所提方法的有效性。 

3）开展 1 种侧曲面圆台铸铁工件的机器人异型

盘磨削一致性验证实验，在相同的磨削参数条件下，

3 条磨削路径（路径 1、2、3）的磨削深度平均值分

别为 0.066 3、0.063 2、0.064 5 mm，最大偏差分别为

0.013 9、0.009 0、0.010 8 mm，变异系数分别为

11.2%、6.4%和 9.6%，实验结果表明，经机器人异型

盘恒定接触力磨削后，工件表面具有较高的一致性，

验证了所提方法的有效性。 
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