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基于界面相互作用的黏附接触数学模型研究进展 

万小东 1，孙其勋 2，刘健犇 1，王珊 2，吴仲岿 2* 

（1.电网环境保护国家重点实验室，武汉 430047；2.武汉理工大学，武汉 430070） 

摘要：黏附接触现象在各个领域都有着很重要的作用和影响。若要分析物体间的黏附接触行为，则建立相

应的数学模型是有效的方法之一。现有文献中的数学模型种类繁多，对于不同受力情况下的黏附现象所适

用的理论也不尽相同。针对常见的黏附现象，按照其不同的受力形式分为弹性体接触、粗糙表面黏附及基

材表面剥离等几大类，分别对以上几类接触行为采用的理论模型及其应用进行了归纳分析整理。综合叙述

了基于计算机模拟技术的现代仿真模型的基本原理、应用和发展，重点介绍了适用于一般物体之间黏附行

为分析的通用模型，以期为黏附接触领域的研究和建模提供指导和参考。对于弹性体接触的情况，重点介

绍了经典力学接触理论的基本公式和适用类型，包括 Hertz 接触理论、JKR 模型和 DMT 模型等，并依据 Tabor

数讨论了 JKR 模型与 DMT 模型的差异。对于粗糙表面的黏附接触，重点介绍了 Greenwood 和 Williamson

（GW 模型）所提出的多凸起模型的基本理论和局限性。对于材料的表面剥离情况，重点介绍了剥离力学中

应用最广泛的 Kendall 剥离模型的基本理论。对于现代仿真技术手段，重点介绍了分子动力学模型（MD 模

型）和有限元模型（FEM）的基本思想和优缺点。之后分别对以上各类模型的拓展完善、应用领域及研究

进展进行了归纳总结，最后对黏附接触领域数学模型的发展方向进行了展望。 
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Research Progress on Mathematical Model of Adhesive  
Contact Based on Interface Interaction 

WAN Xiaodong1, SUN Qixun2, LIU Jianben1, WANG Shan2, WU Zhongkui2* 

(1. State Key Laboratory of Power Grid Environmental Protection, Wuhan 430047, China;  

2. Wuhan University of Technology, Wuhan 430070, China) 

ABSTRACT: Adhesion is a phenomenon that a substance is attached to the surface of another substance, and adhesion force 

refers to the external force required to separate the two substances that have adhesion. Adhesion contact phenomenon plays a 

very important role and influence in various fields. At present, we are exploring the repair work of the aging surface of silicone 

rubber insulating materials. It is necessary to select appropriate repair materials coated on the surface of aging materials, so that 

degradation of performance caused by surface aging can be recovered. In order to study the adhesion behavior and force on the 

interface of interaction between materials, it is necessary to establish an appropriate theoretical model for the adhesion interface 
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between materials. Based on the corresponding contact theory, the stability and durability of the interface between 

heterogeneous materials can be predicted and calculated by mathematical analysis. The method of applying mathematical 

models to analysis can not only theoretically calculate the value of material adhesion force and provide reference for 

experimental design, but also guide the selection of materials in the actual experiment according to the value range of material 

parameters in the mathematical model.  

    At present, there are many kinds of mathematical models in the literature, and applicable theories of adhesion phenomena 

under different forces are not the same. In this paper, the common adhesion phenomena were divided into elastomer contact, 

rough surface adhesion, substrate surface stripping and other categories according to their different forms of force, and the 

theoretical models and applications used to analyze the above contact behaviors were summarized respectively. Then the basic 

principle and application development of modern simulation model based on computer simulation technology were described 

comprehensively. A general model for adhesion analysis between general objects was introduced. The purpose was to provide 

guidance and reference for research and modeling in the field of bonding contact. Firstly, the classical contact theories 

commonly used in elastomer contact were introduced, including Hertz contact, JKR model and DMT model. The differences 

between JKR model and DMT model were discussed according to Tabor number. This theory was the basis of modern contact 

mechanics and still had an important influence on contact science. Secondly, the numerical methods and theoretical models 

commonly used in the adhesion analysis of rough surfaces were briefly summarized, with emphasis on the improvement and 

extension of the GW model proposed by Greenwood and Williamson. Then the Kendall stripping model used in the process of 

substrate surface stripping was described comprehensively. As a basic theory in material stripping, this theoretical model played 

a guiding role in the subsequent research on the stripping process of various materials. Finally, molecular dynamics model (MD 

model) and finite element model (FEM) based on computer simulation technology were discussed. The popularization and 

application of these two computer simulation technologies played a great role in promoting the development of mathematical 

modeling. 

    There are many kinds of existing adhesive contact mathematical modeling methods, such as micromechanical analysis, 

micro-statistics analysis, macro-energy conservation, finite element analysis and bond energy analysis at atomic scale, etc., but 

so far, there are differences between any of the modeling methods and the actual situation, one of the reasons is that the 

assumptions used by all kinds of modeling methods do not exist in the actual situation. In order to reduce this difference, a 

modeling method combining macroscopic and microscopic scales is a very important development direction of adhesive contact 

model, such as the combination of intermolecular forces and finite element method, and the combination of microscopic 

mechanical analysis and macroscopic energy transition. And another important development direction is the construction of 

general model. Among the many kinds of adhesion models in the current literature, a considerable number of them are highly 

targeted, that is, they are only applicable to special problems with specific geometric characteristics, which causes great 

difficulties for their promotion and application. With the progress of computer simulation technology, it is believed that the 

mathematical analysis method based on theoretical model will greatly promote the research progress in the field of adhesive 

contact. 

KEY WORDS: adhesion; elastomer contact; stripping; rough surface; mathematical model 

黏附是一种物质附着于另一种物质表面的现象，

黏附力指将发生黏附现象的 2 种物质分离开所需的

外力。黏附在许多应用中起着重要作用。例如薄膜[1-2]

的脱黏、胶条剥离[3]、橡胶黏附[4]、粗糙表面黏附[5]、

多尺度上的接触黏附[6-7]、MEMS/NEMS（微/纳机电

系统）[8-9]、生物黏附[10-11]、攀爬机器人[12]、血小板

黏附[13]等。目前，笔者所在课题组正在对硅橡胶绝缘

材料老化表面的修复工作进行探索，需要选取合适的

修复材料涂覆于老化材料表面，使其因表面老化引起

的性能下降得以恢复，其关键是使新旧材料之间形成

良好的黏结界面。为了研究材料间相互作用界面上的

黏附行为和受力情况，需要对材料间的黏附界面建立

合适的理论模型，以相应的接触理论为基础，通过数

学分析方法对异质材料间界面的稳定性和持久性进

行预测和计算。采用数学模型分析方法不仅可在理论

上计算材料的黏附力，为实验设计提供参考，而且还

可根据数学模型中的材料参数取值范围指导实际实

验中材料的选取。 

现有文献中用于材料间黏附分析的数学模型种

类繁多，对于材料在不同受力情况下所适用的黏附模

型及接触理论不尽相同。为此，文中分别对弹性体间

黏附、粗糙表面黏附及基材表面剥离等几种常见情况
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下所用到的数学模型，以及普适性更强的现代仿真模

型进行归纳总结，并综合叙述各类模型的完善发展及

应用，为研究材料黏附接触的建模方法及接触理论提

供参考。从模型建立的角度来看，计算材料黏附与计

算材料内聚[14]类似。目前，已有很多与计算内聚相关

的文献和研究[15-18]，文中主要介绍黏附接触模型，对

内聚力的计算不做重点讨论。 

1  黏附接触数学模型的种类 

1.1  可变形球体黏附接触模型 

对于可变形球体之间的黏附接触过程，最经典的

理论模型是 Johnson、Kendall 和 Roberts 提出的 JKR

黏附模型，以及 Derjaguin、Muller 和 Toporov 提出的

DMT 黏附模型。这类模型均以赫兹接触为基础，赫

兹接触则基于半空间理论的点载荷解（the point load 

solution）[19]和黏着功的概念，因此理论上它们只能

在形变量小的情况下应用。这里主要介绍了经典力学

接触模型及其相关应用情况。 

1.1.1  Hertz 接触模型 

1898 年，Hertz 研究了 2 个光滑弹性球体之间的

接触[20]。如图 1a 所示[21]，2 个半径分别为 R1、R2 的

球体在法向载荷 p 的作用下相互挤压，产生一个半径

为 a 的圆形接触区域。 

首先，Hertz 进行了如下假设：基于半空间理论[19]，

每个弹性球体的尺寸远大于接触区域的尺寸，即 2 个

球体可被视为体积无限大的球形半空间；两球体的接

触界面光滑，且球体轮廓可被近似看作抛物线；不考

虑两球体间的摩擦作用。由于未考虑表面力 [22]的作

用，因此 Hertz 认为当所施加的外载荷为 0 时，两球

体的接触面积和形变量均为 0。经过理论计算，最终

得到了接触区域的半径 a、法向压入量 δ的计算公式，

见式（1）~（2）。 

1
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式中：R*为两球体的等效接触半径，计算见式

（3）；K 为常数，计算见式（4）。 
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式中：E1、E2 分别为两球体的弹性模量； 1 、 2
分别为两球体的泊松比。 

随着测试技术的进步，许多实验结果表明，2 个

球体之间的实际接触面积大于 Hertz 模型所计算的数

值。特别是当外加载荷为 0 时，物体之间的接触面积

及形变量并不为 0，究其原因是 Hertz 并未考虑物体

表面黏附力的作用。 

1.1.2  JKR 模型 

1971 年，Johnson、Kendall、Roberts 在 Hertz 接

触理论的基础上，引入了表面黏附功的作用[4]。他们

认为相互接触的物体之间存在表面力，会使物体发生

弹性变形，增大其实际接触面积，致使实际的接触半

径 a 大于根据 Hertz 理论计算的值，如图 1b 所示。

通过对 Hertz 方程进行修正，得到了接触区半径 a 与

黏附功 γ的关系方程，见式（5）。 
*

3 * * 23 6 (3 )
Ra p R R p R
K

           
 

 (5) 

当黏附功 γ 为 0 时，式（5）就变为 Hertz 方程：
3 * /a R p K 。当外加载荷 p 为 0 时，两弹性体接触

区域半径可按式（6）计算。 
3 (6 )a R R K      (6) 

 

 
 

图 1  外加载荷与接触区半径的关系示意图 
Fig.1 Diagram of relationship between applied load and contact zone radius: a) contact diagram between two smooth  

elastic spheres in Hertz model[21]; b) schematic diagram for change of contact area radius in JKR model[4] 
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只有施加一定的反向拉力 Fad 时，才能将 2 个弹

性体之间相互接触的表面彻底分开。这个反向作用力

被称作两弹性体间的黏附力，计算见式（7）。值得注

意的是，由 JKR 模型所提出的黏附力计算公式与物

体的弹性模量和泊松比均无关。此模型更适用于接触

面积及黏附功都较大的情况[23]。 

*
ad

3

2
F R     (7) 

1.1.3  DMT 模型 

Derjaguin、Muller 和 Toporov 在研究半径为 R 的

球体与光滑平面之间的相互接触[24]时，认为相互接触

的物体间存在表面力作用[21]，并首次指出，在表面力

的作用下 2 个弹性物体的接触区域一定会发生形变，

其形变过程遵循 Hertz 弹性方程，而形变程度会反向

决定表面力，但此观点引起了很大的争议。结合 Hertz

方程，在外加载荷 p 的作用下，两弹性体接触面半径

的计算见式（8）。 
*

3 *[ 2 ]
Ra p R
K

     (8) 

与 JKR 理论不同的是，Derjaguin 认为在接触区

外的环形区域内存在一个长程衰减的范德华吸引力[4]，

这也是导致接触区域外变形的主要原因，如图 2a 所

示[25]。如果不存在黏附力，则接触区域的半径与外加

载荷的关系如图 2b 中Ⅰ所示。在黏附力作用下，接

触区域半径会更大。若要将 2 个表面彻底分开，则需

要一定的反向作用力，如图 2b 中Ⅱ所示。分离瞬间

的拉力 Fad 的计算见式（9）。 
*

adF R              (9) 

虽然 DMT 理论试图将表面力与 Hertz 方程相结

合，但 Hertz 方程的接触区域半径公式只考虑了接触

区域内的界面相互作用，忽视了接触区外长程衰减的

表面范德华吸引力作用。由此可见，DMT 模型更适 
 

用于材料表面硬度大、附着力小的情况。 

1.1.4  Tabor 数 

由于 DMT 模型和 JKR 模型计算的黏附力完全不

同，因此针对这 2 种理论的分歧持续了很长时间。后

来，Tabor[25]解释了这 2 种理论产生差异的原因，他

认为只有将表面力与接触力学原理相结合，才能在理

论上解决分歧。Tabor 注意到在 JKR 理论所描述的接

触区域内存在一个“颈部”[25]，其高度可按照式（10）

计算。他认为如果固体表面发生了原子尺度的接触，

则可能会产生其他形式的短程力作用。这类短程力的

数值较大，甚至可能会湮没范德华力对接触区形变

的影响。例如，绝缘体和半导体的接触区域可能会

发生电荷分离，由此产生的库仑力相当大，使得范

德华力的作用可以忽略不计。如果颈高 H*与达到力

平衡的原子间距 ε 相当时，则无法忽视接触范围外环

形区域长程衰减的范德华吸引力的作用。由此，Tabor

定义了一种无量纲系数，并命名为 Tabor 数 μ，见   

式（11）。 
1

* 2 3
*

2

16

9
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K
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* 2
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9

R
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由此可见，Tabor 数就是颈高 H*与平衡原子间距

ε 的比值，它取决于表面力的作用范围[26]，也表示 2

个相互接触的弹性体变形幅度。随后，Muller 等[27]

根据表面力进行了求解，并证实 Tabor 数控制着 DMT

模型与 JKR 模型之间的互变。DMT 模型和 JKR 模型

分别对应 Tabor 数的 2 种极端情况：对于 μ很小的情

况（μ 小于 0.1），物体的形变可忽略不计，适用于

DMT 模型的近似理论；对于 μ 较大的情况（通常

μ>5），更加适用于 JKR 模型。也有研究人员指出，  

 
 

图 2  力与接触区半径的关系示意图 
Fig.2 Diagram of relationship between force and contact zone radius: a) distribution diagram of load and van der Waals  

attraction in DMT model[25]; b) variation trend of contact area radius with tension in the presence/absence of adhesion force 
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当 μ>3 时，运用 JKR 模型就可以很好地描述其黏附

接触行为[27]。截至目前，JKR 模型是适用于“μ>3”

还是“μ>5”，还未形成共识[9]。 

1.2  粗糙表面黏附接触模型 

在微观层面上，物体表面往往是粗糙的，表面粗

糙度对摩擦学现象的影响很大。Fuller 和 Tabor（FT）[28]

首次表明，当表面粗糙度增加时，分离 2 个接触体所

需的拉伸载荷会显著降低。Jacobs 等[29]也通过实验证

明，粗糙度的增加使得原子间可以紧密黏附的部分减

小，黏着会因表面粗糙度的增加而显著降低。模拟粗

糙表面弹性介质之间的黏附是一项非常有意义的工

作，在整个计算过程中，最主要的难点就是对表面粗

糙度及微凸起数量、分布的模拟，为此，研究人员建

立了许多理论和模型来研究粗糙度对附着力的影响。 

在所有模拟表面粗糙度的方法中，应用最广泛的

是 Greenwood 和 Williamson [30]所提出的多凸起模型

（GW 模型）。在 GW 模型中，Greenwood 和 William-

son 将 2 个粗糙表面之间的接触等效为一个刚性平面

和一个表面分布高度不同微凸起的粗糙表面之间的

接触，并且假设每个微凸起顶部的曲率半径均为 R，

如图 3 所示。其中，z 为粗糙表面微凸起高度；R 为

粗糙表面微凸起顶部曲率半径；d 为微凸起平均高度

与光滑刚性平面之间分开的距离。 
 

 
 

图 3  粗糙表面与光滑刚性平面接触示意图 
Fig.3 Contact diagram between rough surface  

and smooth rigid plane 
 

一般粗糙表面的大量微凸起高度并不一致，这给

黏附过程的分析计算带来了极大的困难。为了准确描

述粗糙表面的微凸起高度及分布，Greenwood 和

Williamson 引入了微凸起高度分布函数 φ(z)dz，并且

假设其高度符合高斯分布。根据 Hertz 理论，当宏观

接触面积为 A 时，接触面上微凸起总数的计算见式

（12）。 

0N A  (12) 

式中：σ为峰面积密度。单个微凸起发生接触时，

其形变量 ω=z−d>0，即只有当微凸起高度 z 大于其平

均高度与刚性平面间的距离 d 时，才会发生接触，因

此在微观层面上实际发生接触的微凸起数量的计算

见式（13）。结合 Hertz 理论，可以得到粗糙表面总

实际接触面积 S 和接触载荷 F，见式（14）~（15）。 

C 0= ( )ddN N z z      (13) 

0 ( ) ( )ddS N R z d z z    
(14) 

1 3

2 2
0

4
( ) ( )d

3 dF N ER z d z z 
 

(15) 

最原始的多凸起模型（GW 模型）的主要局限性

体现在以下几方面[31]：忽略了接触点之间的横向相互

作用及其合并作用，当弹性半空间上有更多的微凸起

受到挤压时，整体位移受到发生接触的凸起的影响；

所有微凸起的曲率半径均为 R 的假设在实际过程中

不可能存在；GW 模型只考虑了微凸起接触时的弹性

变形，忽略了其塑性变形的过程。Bush、Gibson、

Thomas（BGT）[32]提出了一种更为形象的粗糙度表

示方法：将粗糙表面看作带有丘陵和山谷的平原，丘

陵的顶峰可以近似拟合为抛物线，丘陵和山谷的分布

可以通过随机过程模型计算得到。该方法与 Longuet- 

Higgins[33]和 Nayak[34]提出的各向同性随机粗糙表面

的统计理论一致。 

除此之外，许多其他的方法（如格林函数[35-36]、

分子动力学[37-38]、有限元[39]等）也可用来研究粗糙表

面的黏附接触。 

1.3  剥离过程计算模型 

剥离过程计算模型是一种广泛应用于薄膜剥离

的黏附接触数学模型[3]，剥离试验通常用于确定黏接

接头的强度。在形式最简单的剥离试验中，已黏结到

刚性表面的薄柔性带材从基材上表面拉开。剥离实验

可以在恒力作用下监测胶带剥离的速度，或者用恒定

的速度去除胶带，然后测量所需施加到剥离带表面的

力。尽管这类测试已经进行了几十年，并已形成了一

些国家和国际测试标准，但测试过程中参数的变化可

能导致两表面的剥离情况发生很大的变化。其中，非

常重要的实验因素包括胶黏带的分离角度、分离速

率、基材表面的性质（微观和宏观），以及胶黏带本

身的力学性能和物理性能等。若要更加精确地了解并

预测剥离过程中材料的行为，就需要建立相应的理论

模型，通过数学分析方法对剥离过程中参数的变化进

行模拟计算。Kendall[3]的剥离模型是剥离力学中应用

较广泛的模型之一。 

Kendall 认为，当某种材料（厚度 d、宽度 b、弹

性模量 E）在恒定的作用力 F 下，以剥离角度 θ从另

一种材料表面剥离时（图 4），其中能量的变化主要

由 3 个部分构成：因形成新的表面而产生的表面能

项，可用−bRΔc 表示，其中 R 为剥离界面能，即单位

面积材料发生剥离时所需的能量；在不考虑材料被拉

伸的情况下因恒定作用力的位移而产生的势能项，可

用 F(1−cos θ)Δc 表示；因剥离材料 M-N 段被拉伸所

产生的弹性能项，它由 2 个分量构成，一个分量是拉



·38· 表  面  技  术 2024 年 1 月 

 

伸 M-N 段时恒定力所做的功，可用
2F c

bdE


表示，另一

个分量是被拉伸的 M-N 段可恢复的弹性能，可用
2

2

F c
bdE

 
表示。 

 

 
 

图 4  材料剥离实验示意图[3] 
Fig.4 Schematic diagram of material  

stripping experiment[3] 

 

通过能量守恒定律，可得到等式，见式（16）。

经过简化，可变为 F/b 的二次方程，见式（17）。 

 
2

1 cos 0
2

F cbR c F c
bdE

 
          (16) 

 
2

1
1 cos 0

2

F F R
b dE b

         
   

  (17) 

式（17）表明了最大剥离力与剥离角度、薄膜刚

度及黏附功等模型参数之间的确切关系。通常 F/bd<< 

E，故式（17）中一般可以忽略弹性项
2

1

2

F
b dE

 
 
 

，从

而简化为式（18）的形式。只有在 2 种情况下必须考

虑弹性项：对于应力达到 10E 时才会断裂的弹性材

料；因剥离角度很小，致使势能项趋近于 0 的情况。 

 1 cos 0
F R
b

     
 

    (18) 

在式（18）中，剥离界面能 R 与黏附能 γ 不同，

R 同时与黏附能 γ和剥离速度 c 有关，可写作二者的

函数 R(γ,c)。在剥离速度一定的条件下，剥离界面能

R 与黏附能 γ 呈正相关，可通过经验常数 η来换算，

该常数通常由恒定剥离速度下的剥离实验来确定[3]。

另外，由于 Kendall 模型只考虑了薄膜轴向刚度，忽

略了弯曲和剪切刚度，因此 Sauer[40]以基于 Lennard- 

Jones 势和计算接触力学的 Li 黏附方程[41-42]为基础，

提出一种几何精确梁公式[43]，来分析具有有限弯曲刚

度薄膜的剥离行为。该公式基于变分原理，适用于范

德华附着力，并允许人们将在不同长度下使用的常见

接触情况组合成一个整体[41,44]。该公式也与断裂力学

中使用的内聚区模型（CZM 模型）[45]相似。当然，

剥离过程也可用基于连续介质理论的标准有限元方

法进行分析[46-48]，但是在剥离情况下，此类模型可能

计算不准确，且会极大地降低效率。 

1.4  现代仿真模拟技术 

1.4.1  分子动力学模型 

若在原子、分子等微观尺度上研究界面的黏附接

触行为，则连续介质模型无法对其中的现象及原理进

行解释和分析。随着仿真技术手段的发展，分子动力

学模型（Molecular dynamics，MD 模型）越来越多地

应用于微观尺度上的黏附行为分析[49]。MD 模型最初

是为了研究坚硬球体的相互作用[50]而发展起来的，在

随后的数十年里，它已经被拓展为研究许多物理、化

学和机械现象的常用方法，既可以用于现象分析[43,51]，

也可用来预测实验结果[52]。分子动力学模型的主要思

想是将研究对象还原为由大量相互作用的分子或原

子组成的粒子系统，通过求解基于微观粒子间相互作

用势的 Newtonian（或 Langevin）运动方程，得到原

子或分子的运动轨迹及规律，再通过统计学方法获得

整个粒子系统宏观表现出的物理化学性质[53]。 

经典的 MD 框架可以使用第一性原理描述原子

层面上的动力学状态，但未确切地在介质表面反应

性、成键和电子结构变化等相互作用方面进行建模，

因此任何 MD 模拟的关键因素都是相互作用势（也称

力场，the Force Field）。力场较为简单的函数表达形

式由成对相互作用表示，通常包括 1 个吸引作用项

（London 色散力）和 1 个排斥作用项（源自核−核排

斥）。应用最广泛的力场种类有 Lennard-Jones 势

（LJ） [54]和 Morse 势[55]，以上 2 种力场经验参数的

数量最少（对于每个原子种类，LJ 势和 Morse 势的

参数数量分别为 2 和 3），计算难度相对较低，使得

基于这些力场的模拟计算成本相对较低。有些研究指

出，LJ 势和 Morse 势不能真实地模拟许多材料的动

力学行为（例如 LJ 势只能精确地模拟惰性气体的动

力学行为）。尽管如此，多年来 LJ 势在 MD 模拟中的

使用已经取得了非常不错的结果。例如，在利用 LJ

势模拟预测 2 个接触表面之间的机械咬合[56]、磨损状

态[57]、塑性变形[58-59]时，都获得了与实验值较好的一

致性。 

1.4.2  有限元模型 

许多工程技术和数学物理领域的问题都可通过

求解给定边界条件下的控制方程（常微分方程和偏微

分方程）进行分析研究，如固体力学中的位移[60]、物

理模型中的应力[61]、材料界面的黏附行为[62]等。可

以根据问题的基本特征来得到相应的基本方程和边

界条件，但是只有极少数的简单问题可用解析法求

解。在实际的工程物理问题中，研究对象的形状结构

及受力载荷都极复杂，据此得到的微分方程很难采用

解析法求解。解决此类问题的途径主要有 2 种，其一

是忽略非必要因素，引入相关的近似假设，将复杂问

题简单化处理，进而采用解析法求得近似解。此类近

似解确实可以在一定程度上对所研究的问题提供参
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考和帮助，但与真实值的误差较大，有时会得出不正

确甚至相反的结论。其二是保留问题的复杂性，利用

现代仿真数值模拟技术对所列微分方程进行求解。目

前工程技术及数学物理领域的数值模拟方法种类很

多，其中有限元分析[63-64]是实用性最强、应用最广泛

的方法，也是现代仿真技术领域发展的重要推动力之

一[65]。 

FEM 可以在无穷小或有限应变中给出应力应变

的显式关系，因此可用于建立任何具有线弹性甚至晶

体塑性的材料本构模型。材料模型的任意性、接触固

体几何形状的复杂性及可处理异质材料接触界面等

几种特性是 FEM 方法得以广泛应用的主要因素。

FEM 的基本思想是“化整为零、集零为整”。首先将

连续系统（如黏附接触领域中的连续介质）划分为有

限数量的小单元，各个单元之间通过有限数量的节点

连接，之后基于分块近似的思想，通过物理方程等力

学关系及位移函数建立未知量与节点之间的相互作

用关系，最后基于变分原理将所有分块近似单元整合

起来。同时，引入边界条件，获得以节点位移为中间

变量的线性方程组，通过进一步求解就可获得原始的

未知量[66]。FEM 的本质是把具有无限个自由度的连

续系统等效为自由度有限的网格单元集合体，将复杂

的方程求解问题转化为可进行数值求解的结构性问

题[67]。 

FEM 在黏附问题中的应用涉及接触体体积的离

散化和接触相互作用的处理[53]。在研究材料表面的应

力分布时，对于表面劣化的分析及粗糙度尺度上的微

观接触分析至关重要，积分结果或离散化程度的微小

偏差就可能导致研究结果出现巨大误差，这就给 FEM

的求解计算提出了更高的要求，所需的计算量也更庞

大。另外，使用 FEM 方法进行建模分析时，需要具

备一定的计算机专业知识，并且数据分析的结果会带有

研究人员的主观意愿[68]，这也是 FEM 的局限性之一。 

2  各类计算模型的拓展及应用 

2.1  可变形球体黏附接触模型 

黏附问题最基本的 2 种理论是由 Johnson 等提出

的 JKR 模型和由 Derjaguin 等提出的 DMT 模型。JKR、

DMT 等用于可变形球体黏附行为分析的经典力学模

型为现代接触力学的发展奠定了基础，之后研究人员

在以上经典理论模型的框架上加以修正改进，拓展了

许多适用于具有某些特征的问题模型，并且不断完

善了接触力学理论体系，为后续此类模型在黏附接触

问题上的应用拓宽了道路。目前，经典力学接触模

型已经被广泛应用于微 /纳机电系统（ MEMS、

NEMS） [69-70]、橡胶黏附[71]、摩擦磨损[72]、航天器

密封件[73]、弹塑性黏接 [74]、粗糙表面黏附[75]等领域。 

JKR 模型适用于具有大半径的柔顺弹性体，特别

是橡胶的黏附。2006 年，Vaenkatesan 等[71]基于 JKR

理论开发了一种测量二甲基硅橡胶黏附和摩擦的装

置，并且测量的压痕及弹性模量与 JKR 模型的分析

结果一致。此前也有针对 JKR 类装置的相关研究，

而上述装置的新颖之处在于，可用动态方式进行快速

且高精度的实验测试，这是初代 JKR 类装置不具备

的特性。通常在应用 JKR 模型中会忽略表面粗糙度

的影响，将表面视作完全光滑。这种假设在实际中不

可能存在，因此不可避免地造成了拟合结果的偏差，

这也是此类模型的局限性之一。2021 年，Liao、Lu

等 [73]分析了航天器主接口橡胶密封件对接与黏接机

理，将表征表面粗糙度的多凸起模型（GW 模型）与

JKR 接触模型结合，并考虑表面粗糙度对黏附的影

响，进一步建立了弹性密封结构的黏附接触计算模

型。与之结合的 GW 模型弥补了 JKR 理论预先假设

的不足，减小了计算结果的偏差。虽然 JKR 理论的

应用主要集中在弹性接触方面，但也有研究人员将其

延伸到非弹性体之间的分析，如 2012 年，Gustafsson

等[76]采用 Johnson-Kendall-Roberts（JKR）接触力学

测量了全木材生物聚合物体系的干黏着性，这也是

JKR 理论首次应用于分析木材构件之间的黏附相互

作用。Gustafsson 等[76]采用层层沉淀法将 2 种生物木

材聚合物分别沉积在二甲基硅橡胶（PDMS）平板和

二甲基硅橡胶半球形帽上（如图 5a 所示），以此来代

替 JKR 模型中的等效刚性平面和球形压头，使得非

弹性体也具备了 JKR 模型的基本条件。这是对 JKR

理论应用条件的一次创新，极大地拓展了 JKR 理论

的应用范围。PDMS 半球帽基底无法准确地反映木材

聚合物的弹性形变能力，会对施加载荷时产生的接触

半径产生一定的影响。 

在 MEMS 领域，黏附力会对 MEMS 设备的功率、

效率及系统稳态产生很大影响，因此对 MEMS 进行

黏附分析显得尤为重要。JKR 模型和 DMT 模型都曾

被用来分析微 /纳机电系统的黏附问题。2015 年，

Rusua、Pustan 等[70]采用原子力显微镜（AFM）研究

了 AFM 尖端和具有不同粗糙度的 MEMS 材料之间的

黏附力，然后分别使用 JKR 模型和 DMT 模型对所获

得的实验值进行验证，结果如图 5b 所示。2019 年，

Joulaei等[69]利用 JKR 和 DMT模型分别预测具有不同

涂层的 MEMS 表面黏附力，将 DMT 和 JKR 模型预

测的探头与试件之间的黏着力与实验结果进行了比

较，结果如图 5c 所示。以上 Rusua 和 Mahdi Joulaei

的研究结果一致表明，JKR 模型计算的 MEMS 器件

表面黏附力理论值与实验值更吻合，其中的重要原因

之一就是 MEMS 系统表面具有较大的表面能，且表

面微凸起具有较大的尖端曲率半径，这与 JKR 模型

的预先假设更接近。 

DMT 理论假设表面黏附力不会引起物体发生弹

性形变，因此更加适合于分析形变量小、模量大的物 
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图 5  建模过程及模型拟合结果示意图 
Fig.5 Schematic diagram of modeling process and model fitting results: a) surface modification of dimethylsiloxane using 

cellulose[76]; b) comparison of adhesion force predicted by mathematical model and experimental value[70];  
c) comparison between mean value of JKR and DMT adhesion and experimental value[69]; d) comparison of  

predicted values of two models (DMT-F) and Maugis approximation (DMT-M) with Persson's theory[78] 
 

体黏附问题。2003 年，Kogut 和 Etsion[74]利用 DMT

模型对可变形金属球在刚性平面下的挤压过程进行

了弹塑性黏附分析。Chang 等[77]采用修正的 DMT 模

型研究了刚性平面下的单球体在弹塑性变形状态下

的黏附。上述研究都以形变量小为前提，并且通过对

DMT 模型进行修正，将其拓展到弹性–塑性黏附接触

的情形，这为考虑物体塑性形变的情况下进行黏附分

析提供了新的思路和方法。另外，DMT 模型也可用

于粗糙表面上的黏附状态分析。2019 年，Violano

等 [78]在 DMT 理论的框架下，用最新的多凸起接触模

型研究了粗糙表面之间的黏附，分别采用 DMT 力学

分析（DMT-F）和 Maugis 近似（DMT-M）等 2 种不

同的建模方法，并与相关文献中的数据和 Persson 理

论的预测值进行比较。结果表明，DMT-F 方法与

Persson、Scaraggi[79]提供的数据具有良好的一致性，

如图 5d 所示。 

2.2  粗糙表面黏附接触模型 

尽管 Greenwood 和 Williamson 提出的多凸起模

型（GW 模型）[30]存在明显的局限性，但多年来它一

直是粗糙表面接触研究中最常用的方法。在 GW 模型

中，假设粗糙表面所有微凸起的曲率半径相同，且微

凸起高度符合高斯分布定律（或指数分布定律）。这

种观点为粗糙表面黏附分析时微凸起分布的表示方

法提供了一个新的思路，得到很多研究者的认可。后

来人们研究粗糙表面黏附时大多借鉴了 Greenwood 和

Williamson 的方法，如 Johnson 等[80]和 Carbone[81]在

对粗糙表面进行黏附分析时都引入了假定粗糙体高

度呈指数分布的塑性变形黏附指数。与之不同的是，

Giuseppe[81]假设微凸起顶部的曲率半径不恒定，它取

决于微凸起的高度，在此假设下提出了 Greenwood 和

Williamson（GW）的简单修正模型。除沿用 Greenwood

和 Williamson 提出的微凸起分布思想外，许多文献还

将 GW 模型与其他黏附分析模型结合建模，以解决描

述粗糙表面微凸起分布的难题。如，Haiat 和 Barthel[82]

提出了一个黏弹性粗糙表面接触的近似模型，然后将

该模型与 Greenwood 和 Williamson（GW）统计模型

结合，进一步提出了对粗糙黏弹性表面黏附性的定量

评估方法。Liao、Lu 等 [73]在分析航天器主密封件

（MID）的密封性能时，将 JKR 理论与 Greenwood

和 Williamson（GW）理论结合，推导出分离 2 个密

封件所需拉力的计算方程。通过实验验证了黏附模型
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的正确性，并将实验数据与计算数据进行了对比研究，

得到了较好的一致性，如图 6a 所示。 

此外，还有许多研究者在具体特征问题上，提出

了一些实用性想法，以 GW 模型为框架建立了新的微

观接触模型，将其用于分析粗糙表面的黏附状态。

Chowdhury、Ghosh[83]和 Chang 等[77]以 Greenwood 和

Williamson 的粗糙表面模型为基础，从微凸起弹塑性

和平均高度的角度入手，分别提出了适用于不同尺度

粗糙度表面黏附状态分析的 RG 模型和 CEB 模型。

2007 年，江南大学赵永武等[84]假设相互接触的微凸

起由弹性形变向塑性形变的转化连续、光滑，然后以

经典接触力学理论及 Greenwood、Williamson（GW）

的微凸起模型为基础，提出了一种新型粗糙表面弹塑

性微观接触模型，并在不同的载荷和塑性指数条件下

与 GW 模型和 CEB 模型的预测结果进行比较，验证

了该模型的科学性和合理性。 

以上研究都是 GW 模型在分析粗糙表面黏附情

况时的不同用法，这些研究极大地拓展了 GW 模型的

应用领域，对 GW 模型的推广和完善起到了重要作用。 

2.3  Kendall 剥离模型 

剥离实验具有简便易操作的特点，已经成为评估

界面力学性能的有效方法之一。Kendall 方程被用于

描述材料在剥离过程中的受力情况，并被广泛应用于

涂层技术、微机电系统、胶带和仿生黏附等领域。 

材料的剥离力在很大程度上取决于剥离角度、弹

性模量、带材宽度及材料弹性等。对于线弹性材料，

当带材黏合到基材表面时，在体积收缩或膨胀作用下

可能会发生预张紧，始终处于初始预应变状态。然而，

预张力的存在会对剥离力产生一定影响，这是

Kendall 剥离模型所忽略的。为了使剥离模型的计算

结果更加精确，Williamsa 等[87]和 Molinari 等[88]在建

立非线弹性材料剥离模型时，都在 Kendall 方程的基

础上考虑了预紧力 F1 的影响，对该方程用于不同材

料剥离力计算时的误差进行了修正，见式（19）。这

对该数学模型的推广应用具有积极的作用。之后，

Chen 等[85]受到生物可逆黏附机制的启发，在 Kendall

方程的基础上进一步研究了预张力对弹性带在基底

上的黏附强度产生的影响。结果表明，预张力可以在 

 

 
 

图 6  建模过程及模型拟合结果示意图 
Fig.6 Schematic diagram of modeling process and model fitting results: a) comparison of experimental  

and calculated normal force values in the separation process of spacecraft seals[73]; b) change of stripping force  
with stripping angle under different pretension (p0)

[85] (where p is the stripping force; E is Young's modulus of the tape;  
H is the thickness of tape); c) stripping zone and its force diagram[86]; d) schematic diagram of relationship  

between theoretical stripping strength and stripping angle (where γ is adhesion energy)[86] 
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小的剥离角下显著增大剥离力，而在剥离角较大时显

著减小剥离力，如图 6b 所示，这也是壁虎脚可以实

现可逆黏附的原因之一。
 
 

2

1 1
1 cos 0

2

F F F R
b dE b


           

   (19) 

Kendall 的建模过程分别计算了剥离过程中表面

能、线弹性能及拉力做功等几种能量的变化，以能量

守恒定理为原则，对几种能量的变化量建立了等量关

系，但忽略了材料受力弯曲时的弯曲能。当材料的弹

性模量较小、材质较软、容易弯折时，忽略弯曲能对

剥离力计算结果的影响不大。当材料的弹性模量较

大，需要较大的力才能弯折时，产生的弯曲能占总能

量变化的比重会很大，此时忽略弯曲能会对计算结果

产生很大的影响。由此，Li、Xiong 等[89]在使用 Kendall

模型研究不同纳米线或单壁/多壁碳纳米管（CNT）

从衬底上剥离的行为时，考虑了纳米线及基底弯曲变

形对剥离力的影响，分别将弯曲能和内聚能的计算加

入模型中，其分析结果对理解纳米结构与基底之间的

相互作用及设计纳米机电系统具有很大的帮助。

Sauer[40]采用几何精确梁公式来分析具有有限弯曲刚

度薄膜的剥离行为，充分考虑了弯曲刚度从零到极限

值对材料剥离的影响。目前，Kendall 剥离模型常被

用于分析壁虎脚的可逆黏附机制。Sauer 认为，虽然

壁虎脚的刮刀结构与理想化的薄膜有很大不同，但只

要充分考虑壁虎刮刀弯曲刚度的影响，采用 Kendall

模型是可行的。如 Molinari 等[88]应用 Kendall 模型对

壁虎黏附系统进行了计算分析，并对施加在单个抹刀

上的最大黏附力进行了评估，发现它与文献中报道的

壁虎刚毛最大承载能力的实验测量值密切相关。由

Chen 等[85]的研究成果可知，壁虎的可逆黏附主要通

过改变其脚上刮刀与平面基底之间的角度来实现。

Kendall理论未考虑剥离角减小时剥离区长度的增加[3]。

Pesika 等 [86]受到壁虎脚可逆黏附机制的启发，在

Kendall 方程的基础上引入了一个与剥离角度相关的

乘数，并推导建立了基于剥离区（图 6c）几何形状

的胶带剥离模型（PZ 模型），以此来预测胶带在剥离

角≤90°时的剥离行为。该乘数的引入，导致 PZ 模型

预测的剥离力总是小于 Kendall 方程计算出的值。特

别是在剥离角度较小时，这种差异更明显，如图 6d

所示。 

随着研究人员对 Kendall 剥离理论的进一步完善

和发展，该模型的应用也得到了极大的推广，甚至已

经被扩展到剪切和弯曲刚度[47,90]、基于 Lennard-Jones

的黏附[91]、非线性材料行为[87-88]、剥落区变形[86]和

界面滑动[92]等领域。 

2.4  MD 模型 

随着计算机仿真模拟技术水平的提升，分子动力

学模拟技术也被拓展到物理、化学、材料学等领域。

特别是在研究异质材料间相互作用方面应用得更广

泛。在分子动力学模拟过程中，最关键的因素是确定

原子间的相互作用势（即力场），这也是影响结果精

度的最主要的因素。基于分子动力学模拟建立的 MD

模型，可以从原子或分子角度了解材料间的界面结

构，这有助于通过自下而上的结构设计来优化材料的

制造流程，并更有效地控制材料的性能。近年来，越

来越多的研究人员都采用 MD 模型来研究材料界面

的相互作用。如，Ren 等[93]通过分子动力学模拟研究

了木材细胞壁成分（纤维素、木质素和半纤维素）与

聚乳酸（PLA）之间界面的组成、结构和相互作用机

制。这项研究为从分子水平理解木材细胞壁组分和聚

合物的界面性能提供了很好的见解。同时，系统地讨

论了结晶和非晶表面如何影响纳米复合材料的界面

结构，研究成果可为生物质复合材料结构设计和材料

改性提供指导。Morsc 等[94]采用分子动力学模拟与红

外光谱（FTIR）差示扫描量热法（DSC）技术相结合

的方法，分析了环氧树脂/氧化铁的界面相互作用，

并进一步探究了交联剂拓扑结构对聚合物/金属氧化

物复合材料性能和寿命的影响，此模拟分析结果为环

氧树脂基复合材料的结构设计提供了有力参考。Gao、

Ji 等[95]针对水性环氧树脂乳化沥青（WEREA）与骨

料之间的界面黏附问题，建立了基于分子动力学模拟

的界面模型，全面细致地研究了沥青–骨料界面的黏

附破坏行为和机理，为该领域的材料界面设计提供了

一种方法，对于提高沥青路面的使用寿命具有重要意

义。Mahmud 等[96]在研究石墨烯纳米片和环氧树脂基

质之间的界面相互作用时，采用 MD 模型来预测 2

种成分之间的界面剪切强度，进而探究表面功能化对

石墨烯/环氧树脂界面结合的影响，其模拟研究结果

对生产下一代轻质聚合物基纳米复合结构材料至关

重要。Wu、Rui 等[97]通过分子动力学模拟建立了铝

（liquid）/铝（solid）和铝（liquid）/硅（solid）系

统组成的计算模型，定性研究了由液固界面相互作用

所致的黏附力与温度的相关性，并根据液体原子的扩

散行为探讨了黏附机理。 

以上诸多研究表明，MD 模型适用于研究有机/

有机材料、有机/无机材料、无机/无机材料之间的相

互作用，进一步说明 MD 模型具有很强的普适性、实

用性，以及广阔的应用前景，因此进一步拓宽 MD 模

型的应用面也是当前热门的发展方向。 

2.5  FEM  

自从有限元概念被提出以来，有限元数值分析模

型的应用得到迅速发展。此前，很多基于解析法建立

的数学模型不能解决或难以解决的理论计算问题，通

过有限元法得到了精度更高的结果。特别是在材料学

领域，FEM 已被广泛应用于同质或异质材料间的黏
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附及应力分析，并取得了相当不错的效果。如 Attarian

等[99]使用 FEM 在内的多种数值模拟方法分析了钛/

硼化钛（Ti/TiB）复合材料的界面黏附力和力学强度。

Jiang[100]和 Nagoshi 等 [101]都探究了碳纤维复合材

料中环氧树脂界面的破坏形式，通过建立有限元模

型进行黏结界面处的应力分析，解释了黏结界面的

破坏机理。同时，Jiang 利用 FEM 揭示了因试样不

对称结构和偏心拉伸载荷所致的弯矩对黏结强度的

影响。 

以上对复合材料界面强度计算的研究均采用经

典有限元模型。随着有限元法研究的深入，目前也有

许多其他有关 FEM 的建模方法被提出。如 Zhang 等[98]

提出了一种改进的有限元模型，用来分析切向和法向

载荷共同作用下弹–塑性球体的黏附行为，并与已发

表的实验观察结果获得了较好的一致性。该模型由 1

个能够预测潜在断裂位置的整体模型（Global model）

和 1 个仅覆盖于可能断裂区域的精细网格子模型

（Submodel）构成，如图 7 所示。由于有限元子模型

去掉了潜在断裂区外的无效元素，因此可以更加精准

地描述裂纹的起始和拓展。该模型对无效区域元素的

判断最关键，错误的判断可能导致实验结果不全面、

结论说服力差等问题。总体来说，该模型消除了先前

开发的 FEM 的一些弊端，通过模型的局部放大能力

使得预测结果与实验值的拟合度更高，计算时间大大

缩短，计算效率显著提高，开创了有限元分层级建模

的先例，为以后模型的建立提供了重要参考。

Jungstedt 等[102]将拉伸试验中的应力场测量与数字图

像（DIC）、有限元模型相结合，建立了材料本构模

型，依据所建立的计算模型来预测分析热压无黏合剂

木质纤维素（Binder-free wood fiber，WF）和面内微

纤化木质纤维素复合材料（Microfibrillated lignocellu-

lose，MFLC）之间的性能差异和受力变形机制。结

果表明，模型预测值与实验所测值具有较好的一致

性，如图 8 所示。在建模过程中，为了使有限元结果 
 

 
 

图 7  FEM 整体模型和子模型示意图[98] 
Fig.7 Schematic diagram of FEM global model and FEM submodel[98]: a) global model;  

b) diagram of submodel location; c) structure of submodel 
 

 
 

图 8  材料应力分析与有限元模型理论值拟合示意图[102] 
Fig.8 Schematic diagram of materials stress analysis and theoretical value fitting of finite element  

model[102]: a) stress finite element fitting of different kinds of composite materials;  
b) stress finite element fitting under different yield strengths 
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与初始观测结果一致，需要通过优化程序来标定本构

材料模型的参数。该过程明显受到主观因素的影响，

致使结果存在争议。该研究中，DIC 与 FEM 相结合

的建模方式为材料性能理论预测研究提供了较新颖

的建模思路，对于承重、环保复合材料的开发和研究

具有重要的推动作用。 

目前，有限元模型在材料、建筑、医学制造业等

领域中都得到了广泛应用。由于算法对优化设计问题

的依赖性较强，并受到国内机械加工精度较低的限

制，因此国内有限元应用相较于国外还有一定差距。

随着我国高性能计算机科技的发展，基于计算机仿真

模拟计算能力会进一步提高，FEM 法的应用前景会

越来越宽广。 

3  结语 

黏附现象在许多领域都起着重要的作用。对于常

见的黏附现象，按照其不同的受力形式分为弹性体接

触、粗糙表面的黏附及基材表面剥离等几大类。文中

分别对以上几类黏附接触情况下的理论模型及其应

用进行了归纳整理，之后对近年来逐渐被广泛应用的

仿真模拟技术进行了综合叙述。首先重点介绍了弹性

体接触中常用的经典接触理论，其中包括 Hertz 接触

模型、JKR 模型及 DMT 模型等，这些理论作为现代

接触力学的基石，如今依旧对接触学具有很重要的

影响。其次，对分析粗糙表面黏附所用的数值方法

和理论模型进行了简要概括，着重介绍了 Greenwood

和 Williamson 提出的粗糙表面多凸起模型（GW 模

型）的完善和拓展。之后，介绍了薄膜从基材上剥离

所用的 Kendall 剥离模型，该理论模型作为材料剥离

领域的奠基性研究，对后来各种材料的剥离过程研究

都起到了指导性作用。最后，讨论了基于计算机仿真

模拟技术的分子动力学模型（MD 模型）和有限元模

型（FEM）的基本思想和应用，这 2 种仿真模型的推广

应用对数学建模的发展起到了极大的推动作用。 

目前，文献中可以用来分析界面黏附接触行为的

数学模型种类很多，其建模方法的依据也不尽相同。

如，依据微观力学分析、微观统计学分析、分子动力

学模拟、宏观能量守恒、有限元分析及原子尺度上的

键能分析等。迄今为止，任何一种建模方法与实际情

况都存在差异，一方面原因是各类建模方法用到的假

设条件在实际情况中并不存在，为了减小这种差异，

宏观尺度和微观尺度相结合的建模方法是黏附接触

模型的一个非常重要的发展方向，如分子间作用力与

有限元方法结合，微观力学分析与宏观能量转变结合

等。另一个重要的发展方向是通用模型的建设，在当

前文献的诸多种类黏附模型中有相当一部分具有极

强的针对性，即只适用于具有特殊几何特征的问题，

给其推广与应用带来了极大的困难。随着计算机模拟

仿真技术的进步，分子动力学模型及有限元模型得到

进一步推广应用，相信今后基于理论模型的数学分析

方法一定会极大地推动黏附接触领域的研究进展。 
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