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钛合金曲面超声辅助磁性磨料光整加工材料 
去除规律及去除函数 

马付建，姜天优，刘宇，杨大鹏，沙智华，张生芳 

（大连交通大学，辽宁 大连 116028） 

摘  要：目的 研究工件曲率半径、驻留时间以及加工角度对钛合金曲面超声辅助磁性磨料光整加工材料去

除深度和材料去除曲线偏置程度的影响，建立不同走刀方式下的材料去除函数。方法 在不同工件曲率半径、

驻留时间和加工角度下，对钛合金曲面工件进行单点抛光试验，利用方差分析法，研究各因素水平对材料

去除深度及材料去除曲线偏置程度的影响规律，采用最小二乘法拟合材料去除点坑在 xoz 平面和 yoz 平面内

的材料去除曲线，基于二次多项式逐步回归方法，构建不同加工工艺参数下，材料去除曲线函数系数与加

工工艺参数间的函数表达式，建立不同走刀方式下的材料去除函数，并对其进行准确性检验。结果 由材料

去除深度方差分析可得：驻留时间的 F 值为 8.06，加工角度的 F 值为 2.296，材料去除深度随驻留时间和工

件曲率半径的增加而增加，随加工角度的增大，先增加后减小。由材料去除曲线偏置程度方差分析可得：

工件曲率半径的 F 值为 2.176，加工角度的 F 值为 7.647，材料去除曲线偏置程度随工件曲率半径的增大而

减小，随驻留时间和加工角度的增加而增加。此外，拟合的材料去除函数相关系数值 R2 在 0.97~0.99 范围内。

结论 驻留时间对材料去除深度的影响最显著，加工角度次之，工件曲率半径影响最小。加工角度对材料去

除曲线的偏置程度影响最显著，工件曲率半径次之，驻留时间影响最小。材料去除函数拟合结果较为准确，

能满足实际的加工要求。 
关键词：钛合金曲面；超声辅助磁性磨料光整加工；单点抛光；二次多项式逐步回归；材料去除函数 
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ABSTRACT: The work aims to analyze the effect of the curvature radius of workpiece, dwell time and finishing angle on 
material removal depth and the offset degree of material removal curve in ultrasonic assisted magnetic abrasive finishing of 
titanium alloy curved surface and establish material removal functions for different tool paths. Single point finishing 
experiments were carried out on titanium alloy curved surface under different curvature radius of workpieces, dwell time and 
finishing angles. The variance analysis method was used to analyze the influence of various factors on material removal depth 
and the offset degree of material removal curve. The material removal curves of material removal pit in xoz plane and yoz plane 
were fitted by the least squares method. The function expressions between the coefficient of material removal curve functions 
under different finishing parameters and the parameters were constructed based on quadratic polynomial stepwise regression 
method, and the accuracy of the function expressions was assessed. From the variance analysis of material removal depth, the F 
value of dwell time was equal to 8.06 and the F value of finishing angle was 2.296. The material removal depth rose with the 
increase of dwell time and the curvature radius of workpiece, and increased in the beginning and then decreased as the finishing 
angle enlarged. From the variance analysis of the offset degree of material removal curve, the F value of curvature radius of 
workpiece was equal to 2.176 and the F value of finishing angle was 7.647. The offset degree of material removal curve 
decreased as the curvature radius of workpiece increased, and rose with the increase of dwell time and finishing angle. In 
addition, the correlation coefficient value R2 of the fitting material removal functions was in the range of 0.97 to 0.99. The dwell 
time has the most significant effect on the material removal depth, the secondary is finishing angle, and the last is the curvature 
radius of workpiece. The finishing angle has the most significant effect on the offset degree of material removal curve, the 
following is the curvature radius of workpiece, and the least is dwell time. The fitting result of material removal function is very 
accurate and can meet the actual finishing requirements. 
KEY WORDS: titanium alloy curved surface; ultrasonic assisted magnetic abrasive finishing; single point finishing; quadratic 
polynomial stepwise regression; material removal function 

钛合金具有高强度、耐高温、耐腐蚀以及良好的

疲劳性能和断裂韧性等优良特性，目前已广泛应用于

航空、航天、船舶和能源等领域的关键零部件上[1]。

这些应用中大都需对钛合金零件进行精密的光整加

工，并对加工质量和加工效率有着较高的要求。但是

钛合金材料的热传导率低、黏性高、工艺性能较差，

属于典型的难加工材料，目前钛合金在光整加工过程

中的加工质量和加工效率还有待进一步提高。 
为了实现钛合金等难加工材料复杂零部件高质

高效的光整加工，多种复合光整加工技术被应用到该

类材料的光整加工中。其中，超声辅助磁性磨料光整

加工（Ultrasonic assisted magnetic abrasive finishing, 
UAMAF）技术通过普通磁性磨料光整加工（Magnetic 
abrasive finishing, MAF）与超声振动的有机复合，可

以显著提高难加工材料光整加工的质量和效率[2-4]。

UAMAF 的加工原理如图 1 所示。磁性磨料在磁极磁

场作用下形成柔性的磁性磨料刷，磁性磨料刷与工件

表面接触，形成与工件表面吻合的柔性接触区。在该

区域中，磁性磨料在磁极工具旋转运动和超声振动的

作用下，进行旋转运动的同时，高速冲击工件，通过

微切削和高频撞击的联合作用对工件材料进行去除，

并增加单位时间内参与加工的磁性磨料的数量以及

每颗磁性磨料的去除体积，实现工件材料高质量和高

效率加工 [5]。因此研究人员针对难加工材料开展了

UAMAF 的相关研究。 

 
 

图 1  UAMAF 加工原理 
Fig.1 Machining principle of UAMAF 

 
在加工工艺研究方面，Kala 等 [6]在研制的双盘

UAMAF 装置上进行了铜合金的加工试验，获得了粗

糙度 Ra 为 0.053 μm 的高精度表面，并基于响应面法，

建立了包含加工间隙、工具转速和磨粒粒径等参数的

表面粗糙度模型。韩冰等 [4]针对超硬陶瓷管进行了

MAF 和 UAMAF 对比试验，结果表明，引入超声振

动后，表面粗糙度明显改善，材料去除率提高了 70%，

同时研究了超声振动频率和振幅对加工质量和加工

效率的影响规律，发现采用高频率、小振幅，更有利

于实现高质高效加工。刘鑫[7]针对 TC4 钛合金开展了

UAMAF 工艺规律的研究，通过试验分析了加工时
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间、超声振幅和主轴转速等工艺参数对光整加工的影

响，并基于灰色关联度法，通过优化表面粗糙度和材

料去除率，获得合理的工艺参数。 
此外，部分学者在 UAMAF 的切削力和材料去除

机理方面也进行了研究。Mulik 等[8]研究了加工中磁

性磨粒与磨削工件表面相互作用引起的表面纹理微

观变化，通过观测加工后的表面三维形貌发现，光整

加工表面呈现微纳级沟槽，表面纹理是由磁性磨料切

削刃微切削的累积作用导致。Misra 等[9]将 UAMAF
的材料去除归纳为稳态材料去除和瞬态材料去除，并

且利用该材料去除率对工件表面粗糙度进行建模，所

建立的模型表明了 UAMAF 的表面粗糙度与电源电

压、加工间隙和超声振幅等参数有关。陶德松[10]分析

了 UAMAF 过程中材料的弹塑性作用，建立了单颗磨

粒的切削力和材料去除深度模型，并引入去除概率系

数，针对 TC4 钛合金建立了 UAMAF 材料去除率模型。 
目前，国内外已在难加工材料 UAMAF 的加工可

行性、工艺规律和材料去除机理等方面开展了一定研

究，但针对钛合金曲面材料去除规律的研究相对较

少，其材料去除函数模型尚未建立，导致钛合金曲面

UAMAF 的刀具轨迹规划和加工表面形貌难以控制。

为此，本文针对典型的钛合金叶片曲面，开展了材料

去除规律和材料去除函数研究，通过在不同加工工艺

参数下对钛合金曲面工件进行抛光试验，分析工艺参

数对材料去除深度以及材料去除曲线偏置程度的影

响规律，并建立材料去除函数，为实现钛合金曲面高

质高效的光整加工及刀具轨迹规划提供基础。 

1  叶片曲面特性分析 

1.1  等效离散模型建立 

由于钛合金叶轮叶片曲面 R(u,v)属于直纹面，由

两组参数线 u 线和 v 线组成，其中 v 线为直线，叶片

可以看作由 v 线连续运动扫描而成，曲率变化平缓，

因此在叶片曲面 u 线和 v 线相对较短的范围内，叶片

曲面的局部形状可以看作圆柱曲面，如图 2 所示。 
 

 
 

图 2  叶片等效离散模型 
Fig.2 Equivalent discrete model of blade 

 
在钛合金叶片光整加工中，走刀路径主要有两种

方式：沿着 u 线方向和沿着 v 线方向。当沿着 u 线方

向进给时，步长进给方向走刀路径为直线，行距进给

方向走刀路径为曲线；当沿着 v 线方向进给时，步长

进给方向走刀路径为曲线，行距进给方向走刀路径为

直线。因此在两种走刀方式中，均可以将叶片曲面沿

u 线和 v 线方向进行离散，以曲率半径为离散点，对

u 向曲率半径的圆柱曲面进行近似，离散单元越小，

近似结果越准确，把直纹面钛合金叶片工件等效离散

为圆柱曲面，以获取 UAMAF 材料去除函数。 

1.2  曲率半径求解 

已知叶片曲面方程 R(u,v)，其中 , [0,1]u v ，则叶

片曲面上任意一点 P 的 u 向曲率半径为[11]： 
13 2

2

,P P

P

u u v v

R R Rr
u u u



 

  
 
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 (1) 

为了确定叶片曲面等效离散模型圆柱曲面的弯

曲方向，还需判断叶片曲面在该点 u 向曲线 R(u,vp)
的凹凸性。根据曲线函数凹凸性的判定原理，如果

R(u,vp)在[0,1]上连续，且具有一阶和二阶导数，那么

在[0,1]内，若在离散点 P 处的二阶导满足式(2)，则

在叶片曲面离散点 P 处，u 向曲线的弯曲方向为凹的。 
2

2

( , ) 0
P

P
u u

R u v
u 





       (2) 

如果 R(u,vp)在离散点 P 处的二阶导满足式(3)，
则在叶片曲面离散点 P 处，u 向曲线的弯曲方向为

凸的。 
2

2

( , ) 0
P

P
u u

R u v
u 





       (3) 

根据式(1)—(3)，分别得到某典型叶片曲面各离

散点 u 向曲率半径，即叶片等效离散的圆柱曲面曲率

半径及其凹凸性，其中凸面曲率半径的范围为 214.7~ 
2209.3 mm，凹面曲率半径的范围为 134.8~1620.1 mm。 

2  材料去除试验 

2.1  试验装置 

钛合金曲面 UAMAF 材料去除试验在如图 3 所示

的 UAMAF 试验平台上进行，该平台由超声振动系统

集成在三轴联动数控机床上搭建而成，超声振动系统 
 

 
 

图 3  UAMAF 试验平台 
Fig.3 Experiment platform of UAMAF 
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由超声波电源、能量传输装置、换能器、变幅杆和球

头磁极及相关附件等组成。超声振动系统的谐振频率

为 21.7 kHz，振幅在 5~15 μm 之间连续可调。试验中

采用的磁性磨料是由化学复合镀法制备而成，平均粒

径为 300 μm，磁性磨料上金刚石磨粒的直径为

10 μm。研磨液是 8%的 Castrol 9930 水溶性切削液，

试件材料为 TC4 钛合金。 

2.2  试验方案 

试验采取单点加工方式，在预处理好的工件上保

持球头磁极与工件位置的相对不变，在工件表面抛光

接触点处，定点加工出材料去除点坑。为了提高钛合

金曲面 UAMAF 的加工效率和表面质量，通常采用行

切法，因此针对圆柱曲面钛合金工件，在单点加工试

验时，根据球头磁极工具与工件的相对空间位置不

同，主要有两种加工方式（如图 4 所示）：方式一为

圆柱曲面工件中心直母线与刀轴矢量方向垂直，方式

二为圆柱曲面工件中心直母线与刀轴矢量方向共面。 
 

 
 

图 4  加工方式示意图 
Fig.4 Schematic diagrams of finishing modes:  

a) mode 1; b) mode 2 
 

在 UAMAF 材料去除试验中，选取工件曲率半

径、驻留时间以及加工角度等对钛合金曲面去除影响

较大或表征工件尺寸的三个参数为变量，其他加工工

艺参数选取前期研究中的优化方案，具体如表 1 所

示。在三个变量中，凸面和凹面圆柱面工件曲率半径

均为 100、150、225、340、510、765、1150、1725 mm，

驻留时间为 15、20、25、30 min，加工角度为 30°、
45°、60°、75°。采用混合型正交试验设计方法，凸

面和凹面圆柱面 UAMAF 单点加工设计的正交试验

方案如表 2 所示。 

表 1  加工参数 
Tab.1 Finishing parameters 

Finishing parameters Value 
Spindle speed/(r·min−1) 1000 
Feed rate/(mm·min−1) 20 
Machining gap/mm 1.25 
Amplitude/μm 10 
Ultrasonic frequency/kHz 21.91 

 
表 2  正交试验方案 

Tab.2 Scheme of orthogonal experiment  

Experiment 
number 

Curvature 
radius/mm 

Dwell 
time/min 

Finishing 
angle/(°) 

1 100 15 30 
2 100 20 45 
3 100 25 60 
4 100 30 75 
5 150 15 30 
6 150 20 45 
7 150 25 60 
8 150 30 75 
9 225 15 45 

10 225 20 30 
11 225 25 75 
12 225 30 60 
13 340 15 45 
14 340 20 30 
15 340 25 75 
16 340 30 60 
17 510 15 75 
18 510 20 60 
19 510 25 45 
20 510 30 30 
21 765 15 75 
22 765 20 60 
23 765 25 45 
24 765 30 30 
25 1150 15 60 
26 1150 20 75 
27 1150 25 30 
28 1150 30 45 
29 1725 15 60 
30 1725 20 75 
31 1725 25 30 
32 1725 30 45 

 
此外，由于材料去除函数试验加工方式分为两

种，同时工件曲面也分为两种类型：类型 1 为凸面圆

柱面，类型 2 为凹面圆柱面。因此试验分四组进行，

如表 3 所示。 
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表 3  试验分组方案 
Tab.3 Scheme of experiment groups  

Surface types Mode one Mode two 

Type one 
First group  

(Mode one、Type one) 
Second group  

(Mode two, Type one)

Type two 
Third group  

(Mode one、Type two) 
Fourth group  

(Mode two, Type two)

 

2.3  试验检测 

钛合金工件加工前后的表面轮廓采用 Infinite 
Focus G5 三维形貌测量仪进行检测。材料去除点坑的

示意图如图 5 所示，试验中刀轴矢量位于材料去除点

坑的 yoz 平面内，利用三维形貌仪测量其在 xoz 平面

和 yoz 平面内的加工前后的表面形貌曲线，通过加工

前后表面轮廓曲线数据对比，得到材料去除点坑在

xoz 平面和 yoz 平面内的材料去除曲线。 
 

 
 

图 5  材料去除点坑示意图 
Fig.5 Schematic diagram of material removing pit 

 

3  材料去除规律研究 

3.1  材料去除试验结果 

根据表 2 所示的正交试验方案和表 3 所示的试验

分组方案及表 1 所示的加工参数，对钛合金圆柱曲面

进行 UAMAF 材料去除试验，并对加工前后工件表面

的三维形貌进行测量。其中，在如表 3 所示的第一组

试验方案中，当工件曲率半径为 100 mm，驻留时间

为 15 min，加工角度为 30°时，测试得到的光整加工

后工件表面形貌如图 6 所示。 
根据材料去除点坑检测方法，分别从三维形貌中

提取材料去除点坑处，加工前后 xoz 和 yoz 平面内的

表面轮廓曲线，如图 7 所示。将加工前后的表面轮廓

曲线按坐标位置逐点做差，即可得到钛合金圆柱曲面

UAMAF 在 xoz 和 yoz 平面内的材料去除曲线，如图

8 所示。 
由图 7 和图 8 可以看出，由于球头磁极的半径与 

 
 

图 6  光整加工后工件表面形貌 
Fig.6 Surface topography of workpiece after finishing 

 

 
 

图 7  加工前后表面轮廓曲线 
Fig.7 Surface profile curves before and after finishing:  

a) xoz plane; b) yoz plane 
 

工件曲率半径相差较大，在 xoz 和 yoz 平面内，材料

去除作用的宽度基本一致，均为 3 mm。由于刀轴矢

量位于材料去除点坑 yoz 平面内，且与接触点法向存

在一定加工角度，导致在 yoz 平面内，材料去除点坑

表面轮廓曲线及材料去除曲线均发生偏置，而在 xoz
平面内，磁性磨料刷左右对称，因此材料去除点坑表

面轮廓曲线及材料去除曲线均为对称分布。由图 8 还

可以看出，在 xoz 和 yoz 平面内，材料去除曲线均呈

现一维高斯分布。 
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图 8  材料去除曲线 
Fig.8 Material removal curves: a) xoz plane; b) yoz plane 

 

3.2  材料去除规律分析 

为了分析工件曲率半径、驻留时间以及加工角度

对材料去除深度和材料去除曲线偏置程度的影响，需

要对材料去除试验结果进行方差分析。 
方差分析以各因素的显著性差异水平 F 值（即各

因素均方与误差项均方的比值）作为对试验结果影响

程度的判断标准[12]，各因素偏差平方和计算公式为： 
2 2

1

1 1m

j pj
p

S K T
r n

   (4) 

式中：r 为各因素水平数；Kpj 为正交表第 j 列水

平号为 p（p=1,2,···,m）的 r 个试验结果总和；Kpj

为其平均值，Kpj 可以近似看作对应因素水平的变化

对试验结果变化的影响程度；
1

n

i
i

T y


  ，为所有试验

结果之和；n 为试验次数。 
总偏差平方和为： 

21
TS Q T

n
   (5) 

式中： 2

1

n

T i
i

Q y


  ，为试验结果平方之和。 

各因素的 F 值为： 

e

j
j

V
F

V
  (6) 

式中：Vj 和 Ve 分别为各因素和误差项的平均偏

差平方和，其中 Vj=Sj/fj、Ve=Se/fe，Se 为误差偏差平方

和，若 Se 较小，会导致各因素均存在较高显著性。

为提高分析精度，可将各因素偏差平方和中的最小值

并入误差偏差平方和，其自由度也并入误差自由度[13]，

即 fj=r−1 为各因素自由度，fe 为误差自由度。 
用材料去除曲线峰值的绝对值表示材料去除深

度，用 yoz 平面内材料去除曲线在峰值处横坐标的绝

对值表示其偏置程度，利用方差分析方法得到四组试

验的方差分析结果，其中第一组试验的材料去除规律

方差分析结果如表 4、5 所示，各因素水平对材料去

除的影响如图 9 所示。 
 

表 4  材料去除深度 
Tab.4 Material removal depth 

Source of 
variance

Square of 
deviance

Degree  
of 

freedom 

Mean 
square 
error 

Value of 
F 

Signi-
ficance

Dwell 
time/min 63.620 3 21.207 8.060 *** 

Finishing 
angle/(°) 18.122 3 6.041 2.296 * 

Error 16.095 25 2.631 — — 
Sum 97.837 31 — — — 

 
表 5  材料去除曲线偏置程度 

Tab.5 Offset degree of material removal curve 

Source of 
variance

Square of 
deviance

Degree  
of 

freedom 

Mean 
square 
error 

Value of 
F 

Signi-
ficance

Curvature 
radius/mm 0.0256 7 0.0037 2.176 * 

Finishing 
angle/(°) 0.0388 3 0.0130 7.647 *** 

Error 0.0052 21 0.0017 — — 
Sum 0.0697 31 — — — 

 
工件曲率半径、驻留时间以及加工角度的 F 值分

别为 Fr、Ft 和 Fα。根据影响因素显著性判断标准[14]，

从表 4 可知，Ft=8.06>F0.01(3,25)=4.68，驻留时间的

水平变化对材料去除深度有极显著的影响；F0.05(3, 
25)=2.99>Fα=2.296>F0.10(3,25)=2.23，加工角度的水平

变化对材料去除深度有一定影响。因此驻留时间对材

料去除深度的影响最显著，加工角度次之，工件曲率

半径影响最小。由图 9a 可知，随着驻留时间的延长，

材料去除深度线性增大，当驻留时间从 15 min 延长

至 30 min 时，材料去除深度从 7.5 μm 增加至 16.4 μm，

增加了 118.1%；随加工角度增大，材料去除深度先

增加后减小，当加工角度为 45°时，材料去除深度达

到最大 15 μm；随工件曲率半径增大，材料去除深度

缓慢增加，当曲率半径从 100 mm 增大至 1725 mm 



·296· 表  面  技  术 2020 年 3 月 

 

 
 

图 9  各因素水平对材料去除的影响 
Fig.9 Influence of various factors on the material removal:  

a) material removal depth; b) offset degree of material removal curve 
 

时，材料去除深度从 11.1 μm 增加到 13.5 μm，增加

了 21.53%。 
从表 5 可知，F0.05(7,21)=2.49>Fr =2.176>F0.01(7, 

21)=2.02，工件曲率半径的水平变化对材料去除曲线

偏置程度有一定影响；Fα=7.647>F0.01(3,21)=4.87，加

工角度的水平变化对材料去除曲线偏置程度有极显

著的影响。因此加工角度对材料去除曲线的偏置程度

影响最显著，工件曲率半径次之，驻留时间影响最小。

由图 9b 可知，加工角度增大，材料去除曲线偏置程

度线性增加，当加工角度从 15°增大到 75°时，材料

去除曲线偏置程度从 0.198 mm 增加至 0.293 mm；工

件曲率半径增大，材料去除曲线偏置程度逐渐减小，

当曲率半径从 100 mm 增大至 1725 mm 时，材料去除

曲线偏置程度从 0.295 mm 降低到 0.223 mm；驻留时

间延长，材料去除曲线偏置程度缓慢增大，当驻留时

间从 15 min 延长至 30 min 时，材料去除曲线偏置程

度从 0.240 mm 增加至 0.251 mm。 

4  材料去除函数模型建立 

4.1  材料去除曲线函数拟合 

为了得到材料去除函数，首先需要对试验所得的

材料去除曲线进行数值函数拟合。由试验结果可知，

钛合金圆柱曲面 UAMAF 在 xoz 平面内的材料去除曲

线可近似为一维高斯分布，其数学表达式为： 
2

22( ) e i

x
c

if x a


  (7) 
式中：ai 为材料去除曲线的峰值；ci 为标准偏差。

其中，i（i=1,2,3,4）代表表 3 所示的 4 种分组类型。 
为了便于对材料去除曲线进行函数拟合，对一维

高斯函数两边取对数，利用最小二乘法求解拟合函

数，即给定数据点 Pj(xj,yj)（j=1,2,···,m），求近似曲线 

y=f(x)，使近似曲线 f(x)与原材料去除曲线 φ(x)的均方

差平方和最小，其均方差平方和的计算公式为： 
2

1

2
2

2
1

( , ) (ln ( ) )

1ln
2

m

i i j j
j

m

i j j
j i

Q a c f x y

a x y
c





  

 
  

 




 

(8) 

根据多元函数的极值原理，将均方差平方和公式

中的 ai 和 ci 看作未知量，对其求偏导，便可得到材料

去除曲线的拟合函数 f(x)的系数 ai 和 ci。 
此外，由试验结果可以观察到，钛合金圆柱曲面

UAMAF 在 yoz 平面内的材料去除曲线发生了偏置，

则需采用偏态分布的一维高斯函数作为基函数进行

拟合，其数学表达式为一维高斯函数的密度函数与分

布函数的乘积[15]，即： 
2 2

2
( ) ( )

2 2( ) e e d
i i i

i i

x x t
c c

if x a t
    


   (9) 

式中：ai 为材料去除曲线函数的峰值，ci 为标准

偏差，λi 为偏置系数，μi 为常数。其中，i（i=1,2,3,4）
代表表 3 所示的 4 种分组类型。 

偏态一维高斯函数的均方差平方和公式为： 

2

1

22

2
1

( , , , ) (ln ( ) )

( )
ln ln

2

m

i i i i j j
j

m
j i

i j
j i

Q a c f x y

x
a E y

c

 







  

 
    

 




 

(10)
 

式中：

2( )
2e d

j i

i

x t
cE t

 



  。将均方差平方和公式

中的 ai、λi、ci 和 μi 看作未知量，同理可求出基于偏

态一维高斯函数的材料去除曲线拟合函数 f(x)的系数

ai、λi、ci 和 μi。 
因此，第一组试验中工件曲率半径为 100 mm，

驻留时间为 15 min，加工角度为 30°时的材料去除曲

线以及其拟合函数曲线，如图 10 所示。 
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图 10  材料去除曲线和其拟合函数曲线 
Fig.10 Material removal curves and fitting function curves:  

a) xoz plane; b) yoz plane 
 

钛合金曲面 UAMAF 材料去除曲线拟合函数的

精度可采用测得的材料去除曲线与拟合函数曲线的

相关系数 R2 进行评价，其分布区间为（0,1），R2 越

接近 1，说明拟合精度越高，具体计算公式为： 

2 2

2 1 1

2

1

( )
n n

i i i
i i

n

i
i

y y Y
R

y

 



 

 


 (11) 

式中： 2

1

n

i
i

y

 为总平方和， 2 2

1 1
( )

n n

i i i
i i

y y Y
 

   为

回归平方和，即总平方和减去残差平方和。 
分别以式(7)和式(9)为基函数，对四组试验结果

在 xoz 和 yoz 平面内的材料去除曲线进行函数拟合，

并对其相关系数 R2 进行计算，即可得到四组材料去

除曲线函数系数及其相关系数，其中第一组试验所 
得的材料去除曲线函数系数及其相关系数如表 6、7
所示。 

4.2  材料去除函数拟合 

材料去除曲线的拟合函数仅仅表征了不同加工

参数下的材料去除曲线特征，为了表征钛合金曲面

UAMAF 材料去除函数，需要建立不同加工参数下材

料去除曲线函数系数与加工参数间的函数关系。由如

表 6、7 所示的材料去除曲线拟合结果可知，在材料

去除作用宽度基本一致时，材料去除曲线函数系数 

表 6  xoz 平面拟合函数系数与其相关系数 
Tab.6 Coefficient of xoz plane fitting function and  

its correlation coefficient 

Experiment 
number Coefficients of fitting function Correlation 

coefficient
1 a=−8.656×10−3, c=0.792 0.996 
2 a=−11.897×10−3, c=0.793 0.991 
3 a=−12.751×10−3, c=0.781 0.994 
4 a=−13.325×10−3, c=0.789 0.989 

··· ···
 

···
 36 a=−18.325×10−3, c=0.791 0.99
  

表 7  yoz 平面拟合函数系数与其相关系数 
Tab.7 Coefficient of yoz plane fitting function and  

its correlation coefficient 
Experiment 

number Coefficients of fitting functions Correlation 
coefficient

1 a=−5.722×10−3, λ=1.021, 
μ=−0.055, c=0.493 0.992 

2 a=−7.621×10−3, λ=1.108, 
μ=−0.131, c=0.501 0.991 

3 a=−8.489×10−3, λ=1.211, 
μ=−0.255, c=0.505 0.987 

4 a=−8.966×10−3, λ=1.401, 
μ=−0.402, c=0.497 0.991 

··· ···
 

···
 36 a=−12.221×10−3, λ=1.141, 

μ=−0.206, c=0.501 0.989 

 
ci 趋于常数，因此只需分别建立材料去除曲线函数系

数 ai、λi 和 μi，与其所对应的加工参数间的函数表达

式即可。 
在工程实际中，为了表述性能与设计变量间的函

数关系，通常利用二次多项式逐步回归法建立近似显

函数[16]，其模型表达式为 

2
0

1 1 1

i jn n

i i ii i ij i j
i i i

f b b x b x b x x


  

       (12) 

式中：f 为不同加工参数下材料去除曲线函数的

系数；b0 为常数项系数，bi 为一次项系数，bii 和 bij

为二次项待定系数；xi、xj 为加工参数设计变量分量；

n 为加工参数设计变量的个数。 
二次多项式逐步回归法的基本原理是在引入变

量的同时对其进行逐步回归检验，直至所有显著性变

量被引入，假设对因变量 f 有影响的设计变量共有 m
个，即 x1、x2、···、xm，同时进行 n 组试验，假设已

选入对试验结果 Y1、Y2、···、Yn 有显著影响的 q−1
个设计变量 x1、x2、···、xq−1，此时 x1、x2、···、xq−1

与试验结果 Y 的回归模型为： 
q qY X     (13) 

式中： 为模型误差，将设计变量 xq、xq+1、···、
xm 继续引入到回归模型，当引入 xq 时，式(13)变为： 
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, , ( , 1, , )q
iY X x i q q m





 

    
 

  (14) 

其假设检验统计量为[17]： 
2

0 1( ) ( 1) ( ) /i q q q i qF i m q x N x RSS       (15) 
式中： 1i qRSS 、 分别为回归模型系数的最小二

乘估计与残差平方和， 11 ' ( )q q q qN X X X X  。 
假定 0 ( )F q 为 0 ( )F i 中最大者，如果满足式(16)， 

 

则变量被引入，反之剔除，再逐个检验剩余变量，直
至所有满足要求的变量被引入。 

0 1( ) ( )m qF q F    (16) 
根据二次多项式逐步回归模型建立方法，即可得

到钛合金曲面 UAMAF 在 xoz 平面内的材料去除曲线
函数系数 ia 和 yoz 平面内的材料去除曲线函数系数

ai、λi 及 μi 与其所对应的加工参数间的回归方程。其
中第一组试验的各回归方程的系数如表 8 所示。 

表 8  回归方程系数 
Tab.8 Coefficients of regression equations 

Coefficients fa1′
 fa1 fλ1 fμ1 

br −1.127×10−6 −7.362×10−7 0 −2.984×10−5 
bt −8.948×10−2 5.85×10−2 −1.629×10−3 0 
bα 0 0 −3.435×10−3 2.149×10−4 
brr 8.328×10−2 5.442×10−10 1.527×10−8 5.733×10−9 
btt 5.679×10−2 3.711×10−2 1.5×10−5 −7.863×10−6 
bαα −1.607×10−8 −1.05×10−8 −1.222×10−4 −7.625×10−5 
brt −2.609×10−6 −1.705×10−6 1.87×10−6 5.152×10−7 
brα −7.225×10−9 −4.721×10−9 2.933×10−8 1.022×10−8 
btα 2.409×10−4 1.575×10−4 0 1.743×10−6 
b0 8.98×10−3 5.871×10−3 1.051 1.281×10−1 

 

4.3  材料去除函数拟合准确性检验 

基于二次多项式逐步回归法，建立材料去除函数

模型后，同理利用式(11)计算拟合的材料去除函数曲

线与试验所得去除曲线间的相关系数 R2，以检验其拟

合精度。在表 1 所示的 32 个试验中，每隔 4 个取 1
个试验样本，共抽取 8 个试验样本进行检验，其材料

去除函数曲线与试验所得去除曲线的相关系数值如 
 

图 11 所示。 
由图 11 可知，在所选取的样本检验点中，拟合

的材料去除函数曲线与试验所得去除曲线的相关系

数值 R2 在 0.97~0.987 范围内，拟合结果较为准确。

误差产生的主要原因为试验数据量较大，信息较多，

且通过二次拟合，即材料去除曲线的拟合后，再次建

立材料去除曲线系数与加工参数变量的函数表达式

会产生累计误差，降低拟合精度。 

 
 

图 11  材料去除函数拟合准确性检验 
Fig.11 Accuracy examination of fitting material removal functions: a) xoz plane; b) yoz plane 

 

5  结论 

1）驻留时间对材料去除深度的影响最显著，加

工角度次之，工件曲率半径影响最小。驻留时间延长，

材料去除深度线性增大，当驻留时间从 15 min 延长

至 30 min 时，材料去除深度从 7.5 μm 增加至 16.4 μm，

增加了 118.1%；加工角度增大，材料去除深度先增

加后减小，当加工角度为 45°时，材料去除深度达到

最大，为 15 μm；工件曲率半径增大，材料去除深度

缓慢增加，当曲率半径从 100 mm 增大至 1725 mm 时，

材料去除深度从 11.1 μm 增加到 13.5 μm，增加了
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21.5%。 
2）加工角度对材料去除曲线的偏置程度影响最

显著，工件曲率半径次之，驻留时间影响最小。加工

角度增大，材料去除曲线偏置程度线性增加，当加工

角度从 15°增大到 75°时，材料去除曲线偏置程度从

0.198 mm 增加至 0.293 mm；工件曲率半径增大，材

料去除曲线偏置程度逐渐减小，当曲率半径从 100 mm
增大至 1725 mm 时，材料去除曲线偏置程度从

0.295 mm 降低到 0.223 mm；驻留时间延长，材料去

除曲线偏置程度缓慢增大，当驻留时间从 15 min 延

长至 30 min 时，材料去除曲线偏置程度从 0.240 mm
增加至 0.251 mm。 

3）基于二次多项式逐步回归法，建立了典型钛

合金曲面工件整体叶轮叶片不同走刀方式下的

UAMAF 材料去除函数，并进行了准确性检验。结果

表明，相关系数值 R2 在 0.97~0.987 范围内，拟合结

果较为准确。误差产生的主要原因为试验数据点较

多，信息量较大，且二次拟合产生了累计误差。 
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