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直齿圆锥齿轮的时变弹流润滑分析 

魏聪，王优强，周亚博，龙慎文 

（青岛理工大学 机械工程学院，山东 青岛 266520） 

摘  要：目的 研究直齿圆锥齿轮传动过程中稳态和非稳态下的压力和膜厚，为降低直齿圆锥齿轮的表面磨

损及齿轮设计提供理论指导。方法 将一对直齿圆锥齿轮等效为一对圆锥滚子模型，运用无限长线接触理论，

建立直齿圆锥齿轮啮合过程中的弹流润滑计算模型，先对直齿圆锥齿轮进行等温稳态弹流润滑分析，计算

并分析了直齿圆锥齿轮大端和小端啮入、啮出点的油膜压力及油膜厚度，求解并分析了小端啮合区间五个

特殊点的油膜压力和膜厚。考虑瞬态时变效应的影响，计算并分析了直齿圆锥齿轮在三个特殊瞬时点的油

膜压力和油膜厚度。最后研究齿面在高斯分布粗糙度函数和余弦粗糙度函数作用下的弹流润滑数值解，在

此基础上计算了不同幅值和波长下的油膜压力和油膜厚度。压力求解采用多重网格法，弹性变形采用多重

网格积分法。结果 稳态等温条件下，小端啮入点和啮出点的出口油膜厚度略小于大端，小端啮合区间的最

小油膜厚度从啮入点到啮出点逐渐增大。在瞬态时变效应下，啮入点的油膜压力大于节点和啮出点的油膜

压力，其油膜厚度较其他两个瞬时点的油膜厚度小。高斯分布粗糙度函数作用下的油膜压力在赫兹接触区

有明显的局部压力峰，油膜厚度在赫兹接触区有局部波动；余弦粗糙度函数作用下的油膜压力和油膜厚度

在赫兹接触区有波动，且粗糙度幅值和波长越大，波动程度越明显。结论 采用高斯分布粗糙度函数时，油

膜压力的变化相对比较缓和，采用余弦粗糙度函数的最大油膜压力小于采用高斯分布粗糙度函数的最大油

膜压力，和高斯分布粗糙度函数相比，余弦粗糙度函数下的油膜厚度在赫兹接触区呈现周期性波动。 
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Analysis on Isothermal Time-varying Elastohydrodynamic  

Lubrication of Spur Bevel Gear 

WEI Cong, WANG You-qiang, ZHOU Ya-bo, LONG Shen-wen 

(School of Mechanical Engineering, Qingdao Technological University, Qingdao 266520, China) 

ABSTRACT: The work aims to reduce surface wear and provide theoretical guidance for gear design by studying pressure and 

film thickness in steady state and unsteady state during spur bevel gear transmission. A pair of spur bevel gears were equivalent 

to a pair of tapered roller models, calculation model of elastohydrodynamic lubrication during spur bevel gear meshing was es-

tablished based upon infinite line contact theory. Isothermal elastohydrodynamic lubrication was analyzed first, oil film pressure 

and oil film thickness at point of engaging-in and point of engaging-out were calculated and analyzed on large end and small end 
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of the gear. Oil film pressure and film thickness at five special points in small-end meshing interval were solved and analyzed. 

Allowing for the effects of transient time-varying effect, the oil film pressure and oil film thickness of spur bevel gear at three 

special instantaneous points were calculated and analyzed. Finally, numerical solution of the elastohydrodynamic lubrication 

under the effects of Gaussian rough asperity and cosine asperity was taken into account. On this basis, the oil film pressure and 

oil film thickness at different roughness peaks and wavelengths were calculated. The pressure was calculated in multi-grid me-

thod, and elastic deformation was calculated in multi-grid integration method. Under steady isothermal condition, the exit oil 

film thickness at point of engaging-in and point of engaging-out on the small end was slightly smaller than that on the large end. 

Minimum film thickness in small-end meshing interval gradually increased from the point of engaging-in to point of engag-

ing-out. Under instantaneous transient effect, the oil film pressure at point of engaging-in was higher than that at point of en-

gaging-out, and oil film thickness was lower than that at the other two instantaneous points. The oil film pressure under effect of 

Gaussian roughing asperity exhibited obvious partial pressure peak in Hertzian contact area, the oil film pressure showed partial 

depression in the Hertzian contact area. The oil film pressure and oil film thickness fluctuated in the Hertzian contact area under 

the effect of cosine roughness function, and fluctuation degree was more obvious as roughness amplitude and wavelength in-

creased. Oil film pressure changes relatively mildly under the effect of Gaussian distribution roughness function, the maximum 

oil film pressure under the effect of cosine roughness function is lower than that under the effect of Gaussian distribution rough-

ness function. Compared with oil film thickness under the effect of Gaussian distribution roughness function, the thickness un-

der the effect of cosine roughness function shows periodic fluctuation in Hertzian contact zone.  

KEY WORDS: elastohydrodynamic lubrication; time-varying; point of engaging-in; point of engaging-out; Hertzian contact; 

roughness function 

 

齿轮传动是机械传动的重要形式之一，它在工业生

产中有着极其广泛的应用。直齿圆锥齿轮的重合度大，

承载能力强，同直齿圆柱齿轮和斜齿圆柱齿轮具有相似

的啮合规律，广泛用于航空航天、工业、船舶等重要领

域，直齿圆锥齿轮可以实现空间交错轴的换向传动，汽

车驱动桥中的主减速器和差速器常常选用锥齿轮传动。 

国内学者对渐开线直齿轮、渐开线斜齿轮弹流润

滑数值模拟的研究较多。沈阳工业大学的何韶君[1-2]

用弹性流体动压润滑理论分析了渐开线直齿圆锥齿

轮传动的弹流，推导出了相应的计算公式并给出了形

成弹流润滑的条件，并对圆锥齿轮传动最小油膜厚度

进行简单探讨。北京航空航天大学的周延泽等[3]根据

切齿原理推导出直齿锥齿轮的齿面曲率半径和综合

曲率半径的表达式，分析了齿面上的速度。王优强等[4]

对直齿轮瞬态弹流润滑进行了数值分析。王优强、衣

雪娟等[5]考虑表面纵向粗糙峰，对渐开线直齿轮瞬态

微观热弹流润滑进行了数值分析。王文中等[6]对渐开

线斜齿轮非稳态弹流润滑进行了数值模拟。王优强、

卞荣等 [7]考虑连续波状粗糙度对直齿轮热弹流润滑

进行了数值分析。贾小攀等[8]对渐开线斜齿轮瞬态弹

流润滑的影响做了数值研究。国外相关学者[9-11]对渐

开线直齿轮、斜齿轮弹流润滑进行了研究。众所周知，

锥齿轮的轮齿分布在一个圆锥上，并且大小端齿形也

不相同，这些几何上的复杂性给锥齿轮的弹流润滑带

来了很大困难，所以目前对直齿圆锥齿轮传动弹流润

滑的数值分析研究较少。而在直齿圆锥齿轮低速、重

载工况下，由于齿面的润滑油膜不易形成，极有可能

发生胶合破坏。由此可知，润滑失效是导致齿面胶合

的主要原因，因此研究锥齿轮齿面间的弹流润滑状况

就显得尤为重要。 

笔者用收敛速度更快的多重网格法对渐开线直齿圆

锥齿轮传动进行弹流数值分析，进行了大量的弹性流体

动力润滑数值模拟计算，数值模拟计算主要分为三个部

分：稳态弹流润滑分析、时变弹流润滑分析、微观弹流

润滑分析。数值模拟计算可为工程实践提供理论参考。 

1  数学模型的建立 

1.1  几何模型 

一对直齿圆锥齿轮传动的等效模型如图 1 所示。

其中 R 为锥距，b 为齿宽，d1、d2 为大端的分度圆直

径，δ1、δ2 为锥齿轮的分度圆锥角。 

 

图 1  直齿圆锥齿轮的接触等效图 
Fig.1 Contact equivalent diagram of spur bevel gear 

1.2  啮合点的综合曲率半径、卷吸速度 

一对直齿圆锥齿轮啮合传动，设 L 为其锥距，δ1、
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δ2 为其分度圆锥角，R1 和 R2 分别是啮合点处的曲率

半径，αi 为任意啮合点的压力角。 

1 1tan cos iR L                          (1)
 

 2 1 2 1tan tan sinR L R       (2) 

1 2 1 2/ ( )R R R R R     (3) 

直齿圆锥齿轮的齿廓表面卷吸速度为两运动表面

切向速度之和的一半，其中 ω1 和 ω2 为两轮的角速度。 

1 1 1 1cosU R    (4) 

2 2 2 2cosU R     (5) 

1 2( ) / 2U U U    (6) 

1.3  直齿圆锥齿轮的大端和小端载荷参数 

先计算齿宽中心的载荷[12-13]，其中 T 为小齿轮传

递的名义转矩扭矩，P 为输入功率，dm1 为小轮齿宽

中点分度圆直径，R 为齿宽系数，α为大端标准压力

角，Ft 为圆周力，B 为齿宽，ε 为重合度，W 为齿宽

中心载荷。 

19550 /T P n 
 

(7) 

m1 1 R(1 0.5 )d d     (8)
 

t m12 / ( cos )F T d    (9) 

t / ( cos )W F b         (10) 

将齿宽中心的载荷按照几何相似关系向大端和

小端进行转化，设大端的载荷为 Wd，小端的载荷为

Wx，于是有： 

x/ ( 0.5 ) / ( )W W R b R b     (11) 

d/ ( 0.5 ) /W W R b R    (12) 

2  基本方程 

Reynolds 方程为[14]： 

 3

. 12
hh p

u
x x x




  
    

  (13) 

式中：x 为坐标变量；p 为油膜压力（Pa）；h 为

油膜厚度（m）；ρ 为润滑油密度（kg/m3）；η 为润滑

油黏度（Pas）；u 为卷吸速度（m/s）。 

膜厚方程为： 
2

2
0

2
( ) ln( ) d

2

xx
h h p s x s s

R E 
   

        (14) 

式中：h0 为中心膜厚（m）；R 为轮齿在啮合点处

两齿廓的综合曲率半径（m）；E 为两轮材料的综合弹

性模量（GPa）。 

粘压关系采用 Roelands[15]公式： 

  09
0 0exp ln 9.67 (1 5.1 10 ) 1zp           

(15) 

式中：η0 为润滑剂环境黏度（Pas）；z0 为 Roelands

粘压系数，  9
0 0/ 5.1 10 ln 9.67z      。 

密压关系采用 Dowson-Higginson[16]公式： 
9

0 9

0.6 10
1

1 1.7 10

p

p
 





 
    

                (16) 

记 w 为单位长度上的载荷（N/m），则压力应该

满足载荷方程： 

( )d
x

p x x w


   (17) 

考虑时变粗糙度函数下的基本方程为： 

   3

12 12
uh hh p

x x x t

 


   
          

  (18)
 

考虑粗糙度的膜厚方程为： 
2

2
0 12

2
( , ) ln( ) d

2 ( )

xx
h h p s t x s s S

R t E 
    

    (19) 

在赫兹接触区，齿面高斯分布粗糙度函数[17]的量

纲一化表达式为式（20），齿面余弦粗糙度函数的表

达式为式（21）。 
2

12 exp( )S A X    (20) 

 12 sin 2 ( ) /S A x ut L  
              (21) 

式中：A 为粗糙度函数幅值；L 为粗糙度函数波

长；u 为卷吸速度。 

将上述基本方程量纲一化进行离散，采用多重网

格积分法求解压力和厚度，选取牛顿流体，压力求解

采用多重网格法[18]，弹性变形采用多重网格积分法。

压力的计算域为 Xin=4.6，Xout=1.4，采用 W 循环，

利用多重网格法进行计算，划分网格共 6 层，每层节

点数分别为 31、61、121、241、481、961。压力初

值取赫兹压力，每层网格上均使用 Gauss-Seidel 低松

弛迭代，压力的迭代方法包括压力的迭代过程和 h0

的调整，在每层网格上都要进行压力迭代。 

3  数值结果与分析 

3.1  基本参数 

选取一对直齿圆锥齿轮的具体参数如表 1 所示。 
表 1  基本参数 

Tab.1 Basic parameters 
Parameters Value Parameters Value 

Oil viscosity of the environment η0/(Pas) 0.08 Grand indexing round pressure angle α/() 20
Adhesive coefficient α/Pa1 2.19×108 Addendum high coefficient ha* 1.0 

Pinion gear number z1 21 Elastic module of gear E/GPa 210 
Gear teeth z2 60 Poisson's ratio μ 0.3 

Large-end module m/mm 2 Pinion speed n1/(rmin1) 960 
Tooth width B/mm 42 Input power P/kW 5.45 
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3.2  直齿圆锥齿轮大端和小端的压力和膜

厚分布 

大端和小端两个特殊位置轮齿啮合的油膜压力

和膜厚分布如图 2—3 所示。从图 2a 和图 3a 可以看

出，小端在啮入点和啮出点的二次压力函数值均大于

大端。从图 2b 和图 3b 可以看出，赫兹接触区小端的

平均油膜厚度小于大端的平均油膜厚度，出口区小端

啮入点和啮出点的最小油膜厚度小于大端的最小油

膜厚度，这与直齿圆锥齿轮小端和大端的承载能力有

关，小端的承载能力略小于大端。 

    

图 2  大端和小端啮入点的压力分布和膜厚分布 
Fig.2 Pressure (a) and film thickness (b) distribution at point of engaging-in on large end and small end 

   

图 3  大端和小端啮出点的压力分布和膜厚分布 
Fig.3 Pressure (a) and film thickness (b) distribution at point of engaging-out on large end and small end 

3.3  直齿圆锥齿轮小端啮合区五个特殊点

的压力和膜厚分布 

直齿圆锥齿轮在啮合过程中既有大端参与啮合，

又有小端参与啮合。由 3.2 节可知，小端啮入和啮出

点的油膜厚度均小于大端，故将小端作为重要的研究

对象，得到小端在啮入点、单齿啮入点、节点、单齿

啮出点、啮出点的油膜压力和膜厚。由于齿轮啮合时

受重合度的影响，故在小端啮合时分单双齿啮合。经

计算可得小端啮合区间五个特殊点的油膜压力和油

膜厚度，如图 4 和图 5 所示。从图 4 可以看出，节点

的最高压力函数和二次压力函数值高于其余各点，这

是由于节点处于单齿啮合区间。从图 5 可以看出，小

端啮入点 A、单齿啮入点 B、节点 C、单齿啮出点 D、

啮出点 E 的出口油膜厚度有所不同，最小膜厚从啮入

点到啮出点依次增大。由于小齿轮啮入点的位置为齿

根处，这也恰好反映了小齿轮从齿根到齿顶的油膜变

化情况。 

 

图 4  小端五个特殊啮合点的油膜压力分布 
Fig.4 Oil film pressure distribution at five special engaging 

points on small end 
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图 5  小端五个特殊啮合点的膜厚分布 
Fig.5 Film thickness distribution at five special engaging 

points on small end 

4  瞬态时变下直齿圆锥齿轮的弹性流

体动力润滑 

啮入前一瞬时做稳态计算处理，从啮入点到啮出

点沿实际啮合线将啮合过程划分为 180 个瞬时。每一

个瞬时的压力与载荷的相对误差小于 103 时视为收

敛。图 6a 和图 6b 分别是得到的三个特殊瞬时点的油

膜压力和油膜厚度，1 为啮入瞬时，2 为节点瞬时，3

为啮出瞬时。 

通过图 6a 可知，啮入点的压力值大于节点和啮

出点的压力值。由图 6b 可知，啮入点的最小油膜厚

度分别小于节点和啮出点的最小油膜厚度，由于节点 

 
图 6  三个特殊点的油膜压力和油膜厚度 

Fig.6 Oil film pressure (a) and Oil film thickness (b) at three special points 

处于单齿啮合区，其载荷相比啮入点和啮出点较大，

故其赫兹接触宽度变大。 

5  高斯分布粗糙度函数作用下的弹性

流体动力润滑 

将直齿圆锥齿轮齿面粗糙度函数等效为服从高

斯分布粗糙度函数，节点的高斯分布粗糙度解同节点

的光滑解对比如图 7 所示。通过高斯分布粗糙度函数

及光滑表面压力解和膜厚解的对比可知，高斯分布粗

糙度函数作用下的压力在赫兹接触区有明显的局部

压力峰，高斯分布粗糙度函数作用下的膜厚在赫兹接

触区也有明显的波动。 

 

图 7  高斯分布粗糙表面和光滑表面的压力解和膜厚解对比 
Fig.7 Pressure solution (a) and film thickness solution (b) of Gaussian distribution rough surface and smooth surface 
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6  余弦分布粗糙度函数作用下的弹性

流体动力润滑 

在膜厚方程中引入带有给定幅值和波长的余弦

函数，得到无量纲幅值 A=0.015、无量纲波长 L=0.3

的粗糙度解，并将节点的粗糙度解与节点的光滑解进

行对比，如图 8 所示。幅值对压力和膜厚的影响对比

如图 9 所示，波长对压力和膜厚的影响对比如图 10

所示，光滑表面和粗糙度表面沿啮合线最小油膜厚度

和最大压力的对比如图 11 所示。最后将余弦粗糙度

函数作用下的节点压力解和膜厚解与高斯分布粗糙

度函数作用下的节点压力解和膜厚解进行对比，如图

12 所示，其中 1 表示余弦分布粗糙度函数，2 表示高

斯分布粗糙度函数。 

由图 8 可知，在赫兹接触区余弦粗糙度函数作用  

  

图 8  余弦函数粗糙表面和光滑表面的压力解和膜厚解 
Fig.8 Pressure solutions (a) and film thickness solution (b) of cosine function rough surface and smooth surface  

  

图 9  不同幅值下的压力解和膜厚解 
Fig.9 Pressure solutions (a) and film thickness solution (b)  at different amplitudes 

   

图 10  不同波长下的压力解和膜厚解 
Fig.10 Pressure solutions (a) and film thickness solution (b)  at different wavelengths 
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图 11  沿啮合线分布的最小油膜厚度和最大油膜压力 
Fig.11 Minimum oil film thickness (a) and maximum oil pressure (b) along the meshing line 

 

图 12  余弦粗糙度函数和高斯粗糙度函数的压力解和膜厚解 
Fig.12 Pressure solutions (a) and film thickness solution (b) of cosine roughness function and Gaussian roughness function 

下的油膜压力相比光滑表面作用下有明显的波动，油
膜厚度也呈现波动趋势，且粗糙度表面的最小油膜厚
度小于光滑表面的最小油膜厚度。由图 9—10 可知，
余弦粗糙度函数的幅值和波长对油膜压力和油膜厚
度有一定的影响。幅值越大，油膜压力和油膜厚度在
赫兹接触区间沿纵坐标的波动程度越大；波长越大，
油膜压力和油膜厚度在赫兹接触区间沿横坐标的波
动程度越大。由图 11 可知，粗糙度表面沿啮合线最
小油膜厚度略小于光滑表面的最小油膜厚度，粗糙度
表面沿啮合线最大油膜压力的波动程度大于光滑表
面沿啮合线最大油膜压力的波动程度。由图 12 可知，
余弦粗糙度函数作用下的油膜压力和油膜厚度波动
程度有别于高斯分布粗糙度函数，在赫兹接触区，高
斯分布粗糙度函数下的油膜压力和油膜厚度呈现明
显波动，而余弦粗糙度函数下的油膜压力和油膜厚度
呈现出明显的周期性波动，且高斯分布粗糙度表面的
最大油膜压力高于余弦粗糙度表面，高斯分布粗糙度
表面的最小油膜厚度大于余弦粗糙度表面。 

7  结论 

1）直齿圆锥齿轮啮合传动过程中，大端和小端

的油膜压力和油膜厚度有所不同，在啮入点和啮出点
时，小端出口区的油膜压力大于大端出口区的油膜压
力，小端的最大压力值大于大端的最大压力值，在赫
兹接触区的小端油膜膜厚小于大端油膜膜厚。啮入和
啮出点小端的出口油膜厚度略小于大端，小端啮合区
出口的油膜厚度出现明显变化，啮入点的最小油膜厚
度小于其余点的最小油膜厚度。 

2）考虑瞬态时变效应的油膜压力和油膜厚度有
明显的变化趋势，啮入点的最大油膜压力大于节点瞬
时和啮出点的最大油膜压力，啮入点的最小油膜厚度
分别小于节点和啮出点的最小油膜厚度，沿啮合线的
最小油膜厚度整体呈现减少的趋势，在单双齿啮合点
的最小油膜厚度发生跳跃。 

3）研究高斯分布粗糙度函数作用时，油膜压力
在赫兹接触区有明显的局部压力峰，油膜厚度在赫兹
接触区有明显的波动。研究余弦粗糙度函数作用时，
油膜压力和油膜厚度在赫兹接触区存在明显的周期
性波动，且粗糙度函数幅值越大，纵向波动程度越大，
粗糙度函数波长越大，横向波动程度越大。 
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